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Vorwort. 



Im Sommer 1870 wurde ich in Berlin durch eine analy- 
tisch-geometrische Untersuchung darauf geführt, dass sich als 
Coordinaten des Punktes mehr als seine senkrechten Abstände 
von den Seitenlinien eines Dreiecks die von ihm mit den Eck- 
punkten desselben bestimmten Dreiecksflächen empfehlen, und 
lege nunmehr die nach dieser Erkenntniss unternommene Dar- 
stellung der Elemente der analytischen Geometrie der Ebene 
in diesem Werke dem mathematischen Publikum vor. Durch 
dasselbe wird der analytischen Geometrie eine allgemeinere Ge- 
stalt gegeben; das eingeführte und durch die ganze Schrift 
hindurch angewandte Coordinatensystem lässt das Prinzip der 
Dualität zwischen Punkt und Grade in seiner ganzen Vollstän- 
digkeit und Allgemeinheit hervortreten und ermöglicht, um 
dieses besonders hervorzuheben, eine einheitliche üntersuchungs- 
methode der Kegelschnitte, durch die auch auf deren Gebiete 
in mehrfacher Beziehung eine merkwürdige Dualität zu Tage 
tritt. Dass ich dadurch genöthigt wurde, viele Bezeichnungen 
zu ändern und neu einzuführen, wird man zugeben und wünsqhe 
ich nur, dass ich hierin glücklich gewesen bin. Die Theorie 
der Kegelschnitte ist, wie schon angedeutet, in dieser Schrift 
in einer neuen Weise dargestellt, und hoflfe ich, dass diese be- 
sonders den Beifall des mathematischen Publikums finden wird, 
wenngleich ich mir iiicht verhehle, dass vielleicht insbesondere 
eine zu geringe Berücksichtigung der Arbeiten Anderer mir zum 
Vorwurf gemacht werden wird; denn in meiner ländlichen Ein- 
samkeit stand mir im Grossen und Ganzen nur die treffliche 
Salmon-Fiedlersche „Analytische Geometrie der Kegelschnitte", 



IV Vorwort. 

die, wie ich mit Dank gegen die Urheber dieses Werkes es 
ausspreche, meine Lehrerin und Rathgeberin gewesen ist, zu 
Gebote. Es berechtigt mich zu dieser Hoffnung wohl auch der 
Umstand, dass durch diese Darstellung mancherlei interessante 
Fragen angeregt werden. Eine vollständig abgeschlossene Geo- 
metrie, soweit eine solche überhaupt möglich ist, konnte ich 
nicht geben, es bleibt noch viel zu thun. Dabei sei in dieser 
Hinsicht mir hier noch die Bemerkung gestattet, dass es auf 
der unendlich fernen Graden zwei Punkte giebt, die, von ähn- 
licher Bedeutung wie die imaginären Kreispunkte, bei analytisch- 
geometrischen Untersuchungen als Repräsentanten der unend- 
lich fernen Punkte aller hyperbolischen Kreise (gleichseitigen 
Hyperbeln) angesehen werden können. Ich konnte das Nähere 
über diese Punkte, durch welche die cyclisch- hyperbolischen 
Functionen in die analytische Geometrie eintreten, nicht in 
dieses Werk aufnehmen, weil ich deren Bedeutung erst nach 
Vollendung desselben erkannt habe, und werde es nunmehr zu- 
gleich mit einer Abhandlung veröffentlichen, in der die Bemoul- 
lischen Functionen in elementarer, ihrer Natur entsprechender 
Weise discutirt und im Anschluss daran aus dem Taylorschen 
Theoreme vermittelst zweier Sätze, nach denen sich eine Potenz 
durch nach Bernoullischen Functionen fortschreitende endliche 
Reihen darstellen lässt, zwei für die höhere Analysis bedeu- 
tungsvolle Theoreme nebst einigen Anwendungen abgeleitet wer- 
den. Beide Arbeiten sind bereits druckfertig und werden in 
nächster Zeit unter dem Titel : „Die Bernoullischen Functionen 
und das Taylorsche Theorem, nebst einem Beitrage zur ana- 
lytischen Geometrie der Ebene in trilinearen Coordinaten." dem 
mathematischen Publikum vorgelegt werden. 

Koerberrode, Kreis Graudenz, im October 1873. 

Leopold Schendel. 
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Verbesserungen. 

S. 47, Z. 7, 8, 9 V. 0. vertausche man A und A mit einander. 

- 76, - 6 V. u. lese man „eine jede" statt „mehr als eine". 

- 80, - 10 u. 17 V. 0. setze man 0' für 0'. 

- 115, - 7 V. 0. lese man {A + Af für {A — Ay. 

- 119, - 8 - - setze man A^ u. lA für A'^ u. X. 

- 124, - 4 V. u. lese man A -\- A statt A — A, 

- 127, - 4 u. 5 V. u. setze man J^ für J. 

- 130, - 3 V. u. lese man „gleichen conjugirten" statt „glei- 

chen". 

- 136 , - 14 V. u. streiche man die Worte von „In" bis „Punkt.". 

- 139, - 10 V. 0. lese man „vom rechtwinkligen Dreieck" statt 

„des vorigen Abschnitts". 

- 156, - 8 u. 12 V. 0. lese man „oder" statt „und". 

Im 40. Abschnitte ist die Gleichung JS=0 stillschweigend 
durch Weglassung eines Factors als von derselben Form, wie 
die Gleichung JS=0 angenommen und daher die gegebene Er- 
klärung des Invariantenexponenten des Kegelschnitts etwas zu 
modificiren. Besser ist es aber, dieselbe beizubehalten. Der 
constante Factor v erweist sich alsdann in derselben Weise ver- 
mittelst der Gleichung J^VL — -^S = als das VerhäJtniss 

J2 : J2 und daraus 2 als Invariantenexponenten der Functionen 
A^ A^ A^ z/*, 0, 0', 0, 0'; der Invariantenexponent der 
Functionen B, S, -^ ist und ferner ist | der Invarianten- 
exponent (im weiteren Sinne) der Functionen JS, F, (Z)' — man 
bemerke, dass die Gleichung JS=0 in Bezug auf die Glei- 
chungen der unendlich fernen Graden und der imaginären Kreis- 
linien von der Form der Gleichung (Z)' = ist — und 4, ^, | 
die Invariantenexponenten der Functionen J\^ A^^ A^. Sonst 
wird dadurch weiter nichts geändert. 
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1. Nimmt man in einer Ebene drei Punkte a^ , a^ , a^ an, 
verbindet dieselben durch die Graden a^, a^, ag und zieht 
dann von irgend einem Punkte derselben Ebene aus senkrecht 
auf diese Graden die Graden OM, ON, OP, so erfährt man 
offenbar aus der Lage des Punktes die Längen der Graden 
OM, ON, OP, jand würde umgekehrt aus den bekannten Längen 
dieser Graden die Lage des Punktes O bestimmen können. Wäre 

z.B.OM = /iii, ON = |Ma, 0P=/i3 
gegeben, so brauchte man nur auf 
den Graden a^, a,, aj Senkrechte 
zu errichten , auf diesen vom Fuss- 
. punkte aus beziehungsweise Strecken 
von der Länge ^i, ju^, jUg abzutragen 
und durch die hierdurch bestimmten 
Punkte zu den Graden a^, a^, ag Parallele zu ziehen; diese 
würden sich alsdann in dem Punkte schneiden. Doch hierbei 
waltet noch eine Unbestimmtheit ob ; man kann nämlich auf den 
Senkrechten in je zwei Kichtungen Strecken abtragen , und es 
ist fraglich, in welcher Kichtung dies zu geschehen hat. Diese 
Unbestimmtheit zu beseitigen, setzen wir fest, dass die Längen 
der Graden OM, ON, OP als positiv betrachtet werden sollen, 
wenn der Punkt innerhalb des von den Graden a^, ag, aj ge- 
bildeten Dreiecks liegt, und dass, wenn der Punkt O ausserhalb 
dieses Dreiecks liegt, die Graden OM, ON, OP beziehungs- 
weise als positiv oder negativ anzusehen sind, je nachdem sie 
mit d^ Graden OM, ON, OP eines innerhalb des Dreiecks lie- 
genden Punktes gleichgerichtet sind, oder nicht, so dass also, 

SG]i«Qdel, Elem^te der aoal. Oeom. i 
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wenn (x^j ^,, /ig positive Grössen sind und der beliebige Punkt 
die Lage des Punktes in der Figur hat, OM = it«i, ON = /tg» 
OP = — fi^ zu setzen ist. Dann ist die Lage des Punktes 
durch die Grössen OM, ON, OP und folglich auch, wenn s^, Sg, Sg 
die den Punkten a^, a,, a^ gegenüberliegenden Dreiecksseiten 

bedeuten, durch die Grössen ^J . OM, ?|- . ON, -| . OP, welche, 

absolut genommen, die Flächeninhalte der durch den Punkt 
mit den Punkten «j, «,, a, bestimmten Dreiecke angeben, voll- 
kommen bestimmt und kann, wenn diese bekannt sind, stets 
angegeben werden. Diese Grössen nennen wir nun die Coor- 
dinaten des Punktes und bezeichnen sie kurz durch a^, 
ttj,, «g; der Punkt 0, der die Coordinaten a^, a^^a^ hat, selbst 
soll durch (ofi, «2» ^s) bezeichnet und dieses Zeichen die Form 
des Punktes genannt werden. 

Die Punkte a^ , a^^ a^ nennen wir die Fundameutal- 
punkte, die Graden a^, a^, ag die Fundamentallinien 
und das durch sie bestimmte Dreieck das Fundamental- 
dreieck. 

Nach den getroffenen Bestimmungen besteht zwischen den 
Coordinaten eines jeden Punktes (a^, ag, a^) und dem Flächen- 
inhalte J des Fundamentaldreiecks die Belation 

und diese lässt es als unnöthig erscheinen, unter den Coordi- 
naten des Punktes die bezeichneten Flächeninhalte zu verstehen; 
wir stellen uns unter ihnen daher Grössen vor, die, mit einer 
Constanten c, welche natürlich auch Eins sein kann, multipli- 
cirt, — selbstverständlich absolut genommen — diese Flächeii: 
inhalte angeben , indem nämlich die Constante c aus der Glei- 
chung c«! + ca^ 4- €«3 = J bestimmt und somit die eigent- 
lichen Coordinaten des Punktes in der Form 

J«! Jag Jo^s 

«1 + «2 + «s' «1 + «2 + «s' «1 + «2 + «8 

stets angegeben werden können. Durch Multiplication und Di- 
vision der Coordinaten des Punktes mit einer Constanten wird 
dann im Wesentlichen keine Aenderung herbeigeführt. 

9. Es möge eine Grade die Fundamentallinien in den 
Punkten A , B , C schneiden. Wir . nehmen auf ihr einen be- 
liebigen Punkt oder (a^ , a, , a^) an und ziehen durch ihn 
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senkrecht zu den Graden a^ und a^ die Graden OM und ON, 

und ebenso die Graden BM' und 
AN' durch die Punkte B und A, 
die wir offenbar durch die For- 
mcQ (a 1, 0, «3) und (o, a'g, a\) 
darstellen können. Es ist dann, 
so lange die Punkte A und B 
nicht zusammenfallen oder die 
Grade durch den Punkt a, nicht 




hindurchgeht, stets 



OM OA 



BM' 
ON 



BA 
BO 



und somit 



AN' ~ BA 



OM , ON 

f> + 



B A — OA 
BA 



1. 



1 — 



OA 
BA 



BM' ' AN' 

Aus dieser Gleichung wird durch Multiplication der Zähler 
und Nenner der Brüche mit li und ?i, wenn c, c', c" constante, 

durch die Gleichungen 

Ctti + Ca, + coj = J 



/ / 



Ca 



+ c'o' 



3 

c a 2 + c a 3 



J 
J 



bestimmte Grössen sind, die Gleichung 



^«1 

Ca 



+ 



c a 



= 1, 



1 V v^ 2 

und wir erhalten nach Multiplication der linken Seite mit J und 
der rechten mit ca^ + cofg + cofg und nachhmger Fortschaf- 
fung der Nenner und des gemeinschaftlichen Factors c , indem 
wir dann die Glieder der Gleichung ordnen und , unter Co eine 
beliebige Constante yerstehend, 
CocV'a (J — ca'i) = a^ , CocV^ (J — cV%) = a^, 

— CoCV«\ä"jj = ag 
setzen, schliesslich die Gleichung 

a^ttj + z,^a^ + ajCTj =(>. 

Durch diese Gleichung, welcher die Goordinaten eines jeden 
auf der Graden liegenden Punktes genügen, oder durch die Grös- 
sen a^ , a^i , a» ist die Lage der Graden AB vollständig be- 

1* 
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stimmt, denn, setzt man jene Grössen als bekannt voraus, so 
findet man aus den drei vorhergehenden Gleichungen 

# t Ja« // // Jag 
Ca 1 = 2 — , c a — 



^8 ^1 *8 ^2 

d. h. die Grösse der von den Punkten B und A mit den Punkten 
«j , «3 und ofg , «1 bestimmten Dreiecke und damit die Lage 
der Punkte B und A und also auch die der Graden. Voraus- 
gesetzt ist dabei, dass die Grade nicht durch den Punkt «g geht, 
es ist aber klar , dass man , wenn diese Voraussetzung nicht zu- 
trifft, auf eine Gleichung von derselben Form kommt, wenn 
man die Punkte B und G in Betracht zieht, so dass also in 
jedem Falle die Lage einer Graden durch eine Gleichung von 
der Form 

»1«! + agttjj + agag = 0, 

in der a^, a,, ag bestimmte, von der Lage der Graden ab- 
hängige Grössen und a^, a^, ag die Coordinaten eines beliebigen 
auf ihr liegenden Punktes bedeuten,' durchaus bestimmt ist. 
Die Grössen a^, a,, a, nennen wir die Coordinaten der 
Graden und bezeichnen diese durch la^, a^, ag| und dieses 
Zeichen als die Form der Graden. Durch Multiplication 
und Division der Coordinaten der Graden mit einer Gonstanten 
wird natürlich gleichfalls im Wesentlichen keine Aenderung 
herbeigeführt. 

Für jeden Punkt (a^, «g, ag) der Graden [a^, a^, agi be- 
steht die homogene Gleichung ersten Grades 

»1«! + a^a, + agag = 
und demgemäss auch für jede Grade la^, a^, ag| des Punktes 
(«n «25 «s) dieselbe Gleichung; wir nennen sie, wenn die Coor- 
dinaten der Graden als constant und die des Punktes als variabel 
anzusehen sind, die Gleichung der Graden ja^, a^, ag| 
und im umgekehrten Falle die Gleichung des Punktes 

(«1 5 «2 5 «s)- 

Die Formen und Gleichungen der Fundamentalpunkte und 

-Unien sind 

(1, 0, 0), a, = 0; (0, 1, 0), a, = 0; (0, 0, 1), ag = 

|1, 0, 0|, a, =0; |0, 1, 0|, a, =0; |0, 0, 1|, ag =0. 

9. Aus dem eben begründeten trilinearen Coordinaten- 
system kann ein Goordinatensystem von der Art des sogenann- 
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ten Cartesischen hergeleitet werden. Wir schalten die folgen- 
den Bemerkungen darüber hier ein. 

Die senkrechten — mit den zugehörigen Vorzeichen be- 
hafteten — Abstände des Punktes (a^, a,, a,) von den Funda- 
mentallinien sind durch die Ausdrücke 

2J«^ 2Jg2 2J«, 

Si («1 +CC2 + «s)' 82 («1 + ö« + «s)' 8$ («1 + «t + «s) 

gegeben; diesen kann wegen 

2J = SjSg sin Ai == s^s^ sin A, = SjS, sin A,, 

wo A^ , Ag , As die den Fundamentallinien aj , a^, ag gegen- 
überliegenden Winkel des Fundamentaldreiecks sind, resp. auch 
die Form 



Si^_ . sin A, , — r^^ 

«1 4- «2 + «8 «1 + «2 + «8 



. sin Aj , '^ , . sin A, ; u. s. f. 



gegeben werden, und es besteht daher, wenn allgemein der — 
mit dem Vorzeichen des entsprechenden senkrechten Abstandes 
behaftete — Parallelabstand des Punktes («i , a, , «g) ^^n der 
FandJamentallinie an in Bezug auf die Fundamentallinie am durch 
J'um (für n , m ist 1 , 2 , 3 zu setzen) bezeichnet wird , die Glei- 
chmig 

8m«n 

«1 + «2 4" «8* 

Insbesondere ist 



^1 » — Z j~~I I ^ » ^2 1 



Denkt man es nun bewkt, dass die Constante, mit der die 
Coordinaten des Punktes multiplicirt werden müssen, damit 

«1 +«2 +«3 = J 

wird, der Einheit gleich ist, so erhellt, dass die Lage des Punk- 
tes auch durch die Grössen 

''21 • ^i » ^12 • ^2> 

deren Bedeutung klar ist, bestimmt ist, und es können demnach 
die durch die GleichungcQ 

Jx = a j , Jy = «1 

gegebenen, durch x, y bezeichneten Grössen als Coordinaten 
des Punktes aufgefasst werden. Die Grade stellt sich in diesem 
so bestimmten Goordinatensystem durch eine Gleichung dar, die 
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aus ilirer Gleichung in trilinearen Coordinaten vermittelst der 
letzten Gleichungen hervorgeht und, wenn 

a2 "-^ aj == a, a^ : — ^s = h, a3 = c 
gesetzt wird, 

ax + by + c == 
lautet. 

Durch die specielle Annahme 

Si = 1, Sg = 1 

wird dieses Coordinatensystem zum schiefwinkligen, und durch 
die noch dazu tretende Bedingung 

A — - 

zum rechtwinkligen Cartesischen Coordinatensystem. 

4. Wenn a^, agS aj die Coordinaten der Verbindungslinie 
der Punkte («i, «a, «j), (a'j, a j, a\) und x, x' constante Grös- 
sen sind, so haben die Gleichungen 

»1«! + a»«, + ajttg =» 0, ai« 1 + ^.^a\ + ag« 3 = 
ai (xa^ + xVi) + a^ (xag + x a j) + ag (xcfj + xVg) = 

statt. Daraus folgt: 

Auf der Verbindungslinie der Punkte (a^, a^, «3), (a'j, a j, 
a'3) liegt der Punkt (xa^ + '^'^'i? ^^Tj + ^tVg, xaj -f- xVg). 

Die Verbindungslinie der Punkte («i, «g, «3), (a\, a'^, «g) 

ist die Grade Iwa^'s — «s^'a» ^s^'i — «i^'s» ^i^'a — «g^'il* 
und in gleicher Weise: 

Durch den Durchschnittspuhkt der Graden ja^ , a^ , ajl, 

|a'i, a^'aK^'sl gßbt die Grade |xai +x'a'j, xa^ -i-xV^, xa3 
+ x'a3|. 

Der Durchschnittspunkt der Graden la^, a^, ag], |a\, a'a, a'jl 
ist der Punkt (aga's — a3a'2, aga'j — aia'3, a^a'^ — aga'^). 

Auf Grund dieser Sätze werden wir für einen auf der Ver- 
bindungslinie der Punkte («i, a^, «3), (a\, a\^ a\) liegenden 
Punkt auch die kürzere Be^eichilung (x, x) und in entsprechen- 
der IVeise das Zeichen |x, x'| giebrauchen und diesen Zeichen 
nöthigenfalls als Unterscheidungszeichen einen Strich beifügen. 

5. Durch zwei Grade ja^, a^, ag], |a\, a'g, a'31 werden 
zwei supplementäre Winkel bestimmt. Durch Drehung der er- 
sten Graden in einer bestimmten Richtung um den Dürchschnitts- 
punkt bis zur Deckung mit der zweiten wird der eine Winkel 
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überstrichen. — wir bezeichnen ihn als den von den Graden 
1*1? a^, ajj, |a'i, a'^, a',! gebildeten Winkel — , durch Drehung 
der zweiten in derselben Bichtung um den Durchschnittspunkt 
bis zur Deckung mit der ersten der andere , er ist der von den 
Graden |a'i, a'^, a'g|, [a^, a^, a^l gebildete Winkel. Hiemach 
ist klar, dass, wenn die Graden durch A, A' und der von ihnen 
gebildete Winkel durch AA' bezeichnet werden, die Gleichung 

AA' + A'A = AA, 
in der AA = tt zu nehmen ist, statt hat und dass für drei 
Grade eines Punktes A, A', B die Kelation 

Aß + BA' = AA' + A'A' 
besteht, in der A'A' = o oder 7t zu setzen ist, je nachdem die 
Grade B bei der behufs üeberführung in die Grade A' vorge- 
nommenen Drehung der Graden A von dieser überstrichen wird, 
oder nicht ; im ersten Falle kann sie daher auch in der Form 

AB + BA' = AA', 
im andern aber in der Form 

AB — A'B = AA' 
gegeben werden. Die Richtung, in der die Drehung vor sich 
zu gehen hat , setzen wir fest durch die Bestimmung , dass die 
Winkel des Fundamentaldreiecks A^, Aj, A3 als von den Funda- 
mentallinien a^, as; aj, a^; a^, aj gebildet angesehen werden 
sollen. 

O. Die Bestimmung des von zwei Graden gebildeten Win- 
kels und der Entfernung zweier Punkte von einander durch die 
Cioordinaten der Graden und Punkte ist die am nächsten liegende 
Aufgabe. Zu ihrer Lösung bedarf es der Bestimmung des Win- 
kels, den die Senkrechte aus einem Fundamentalpunkte z. B. a^ 
auf eine Grade la^, ag, 2l^\ mit einer durch ihn gehenden Funda- 

mentallinie z. B. a^ bildet, — er 
sei durch a bezeichnet — und der 
Grösse des Quadrats dieser Senk- 
fechten — p — durch die Cioor- 
dinaten der Graden. Die Durch- 
schnittspunkte dieser Graden mit 
den Fundan^entallinien a^, a,, mö- 
gen deshalb durch A, B — ihre 
Formen sind (0, ag — a,), ( — ag, 
0, a^) — und die von ihnen auf 
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jene Fundamentallinien gehenden Senkrechten durch AN' und 
BM bezeichnet sein; es ist dann sets für jede Lage der Graden 

cos (a + Ag) p sin A 3 _AN AN 

cos a ~ BM~ ' psin A3 ~ BM 

und demgemäss, weil 

"Jö-s Ty\r 2Ja3 



AN= r —\, BM==: , 

82(^3 — a^)' Si(a3 — ai). 

cos (a + A3) = cos a cos Ag — sin a sin A3 



ist, 



tg a — ^« ^^ ^« ^^» ~ ^^^ ~ ^^ ^^8 ~ ^^^ 

Sj sin A3 (a3 — a^) 

Hieraus folgt weiter 

cos ?a = 

s* sin'Ag (a, •— ä,)« 

8, a, +S3aj -f-'^a^s — ^s^s, cos A^a^a, -— 2sgSj cosA^aja^ — 28^8, cos Aga^a, 

oder, wenn 

C| "" Sj^a^ — 12 cos A 3a 2 """" S3S4 cos Aaag 



«. 
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€g — — ~~" Sj^Sg COS ii.3a-i ~j~ Soao ^~" S2S3 cos ix^^a 
€3 = SgSj cos Aga^^ — S2S3 cos A]^a2 -p Sgag 

gesetzt wird,. 



.ft-.«-.a 



cos'a = 8» ^ A, (a, — a,)' 

^i^i + a262 "H ^S^S 



.« 



und damit, da p* = ^ ist, 

sin A3 

2 4J2a? 

P = X TT • 

a^ßj "p a2ß2 I ^363 
y. Die Tangente des von den Graden la^, ag, ag], |a\, a'21 
a'31 gebildeten Winkels ist gleich der Tangente des Winkels, 
den die aus irgend einem Punkte, also auch aus dem Funda- 
mentalpunkte «3 auf sie gefällten Senkrechten mit einander bil- 
den, und es ist daher, wenn wir die von diesen und der Funda- 
mentaJlinie ai gebildeten Winkel a, a' nennen, 

♦«. Ä A' +« /o o'\ t ga — tga' 
tg AA == tg (a — a^) == ^-^7— r — f — /. 
^ &\ / l+tgatga 

Hierin substituiren wir für tg a den im vorigen Abschnitt ge- 
fundenen und für tg a' den diesem entsprechenden Ausdruck; wir 
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erhalten dann nach einfachen Transformationen die Tangente 
des Winkels in der Form 

tg A A' = — ^J (*«* » — »»*% + *»* 1 — *i* • + *t* 1 -■ *i*'i> 

»Ja.a'j + sj»,»', + »J»,»', — 8,8, coB A, (»,»', + »,»',) 

— 8,8, cosA,(a,»',+a,»',) — •i»t«>«^8(*i*i + »s»'i) ^' 

oder 

\fTjj^' — 2J(a2a 3 — aga ^ +^8^ i — ^i^ 3 +&!& i &»& i)» 

Nach dieser Formel ist zunächst der Winkel AA' »» und 
also die Graden la^, a2, a,!, |a\, a'2, a',! parallel, wenn 

aga 3 — Bt^B, 2 "p Äga ^ — a^a ^ -|- a^a 2 a2a ^ =0 
ist, d. h. wenn ihr Durchschnittspunkt auf der Gra- 
den |1, 1, 1| liegt 

Die Grade |1, 1, 1| muss offenbar im Unendlichen liegen; 
sie wird die unendlich ferne Grade genannt. Die auf ihr 
liegenden Punkte heissen die unendlich fernen Punkte; 
sie haben die Eigenschaft, dass ihre Coordinatensumme Null ist. 

Femer ist der Winkel AA' == ^ und demnach die Grade 

|a\, a'2, a'sl senkrecht zur Graden ja^, a2, agi, wenn 
s^a^a j + S2a2a 2 "p Sgaga 3 — s^Sg cos A^ (a2a g -}- aga 2) 

— SgSj C03A2 (äs^'i+^i^'s) — SiS2CosAg(aia'2 +a2a'i)s=5so 
oder 

a jfii -p a 2^8 "p a gCg == 
ist, d. h. wenn der offenbar unendlich ferne Punkt (e^, 62, €g) 
auf der Graden |a'i, a'j, a'gj liegt. Wir nennen den Punkt 
(^1) *8) «3)1 der darnach die Eigenschaft hat, dass jede durch 
ihn gehende Grade senkrecht ist zur Graden |a^, a2, agi, den 
Orthogonalpunkt dieser Graden. 

Jede Grade, deren Goordinaten die Gleichung 

sja* -|- Sja, + Sjag — 2s2Sg cos A^agag — 2S3S1 cos A2a3ai 

— 2S1S2 cos Aga^a^ = 

erfüllen , steht auf sich selbst senkrecht. Eine solche Grade ist 
die unendlich ferne Grade. 

Bezeichnen wir die Grade jx, x'| durch B, so ist 

tff AB = 2J>c (aga g aga 2"l"aga ^ — a^^a g-l^a^a 2 — aga ^) 

^(s!*i*H 2s3S3C0sAia2ag ) + x (sja^a^ 

H S2S3 cos Ai (aia'3 + a3a'2) ) 
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und ftiigKfJi 

x' (8*aia'i H 8,8, oos A^ (a,a', + a,a',) ) IgAA' = 

|x (s*aj -] 2b,Sj cos A^a^a, ^) + x' {s*^^9,\ H 

— 8,8, C06 Ai (a,a', + a,a',) ^)| tg AB; 

es bestdit daher die Glädmng 

|x« (sX H 2b,s, cos A^a^a, ) + « (8*aia\ + - - 

— 8,8, cos A^ (a,a', + a,a',) )\ tg AB 

-f- |x'» (8*a\* H 2s,8, cos A^a'^a', ^) + xx (Sia^a'i 

H 8,8, cos Ai (a',a, +a',a,) ^)|tgA'B=a 

Die Annahme AB = BA' oder also tgAB= — tgA'B zeigt 
hieraos, dass die durch die Graden .'a^, a,, a,|, |a\, a',, a'^l 
bestimmten Winkel durch die Graden |x, x';, ;x, — x'| halbirt 
werden, wenn x, x so angenommen werden, dass 

x*= 8*a\* H 2s,s, cos A^a'ja', 

x'* =s*aj H 25,8, oosAja,a, 

ist Diese Winkelhalbirnngslinien stehen -anf einander 
senkrecht. 

Wird femar die Grade j^ l'\ durch C beseichnet, so ist 

*^ xJ^ (»W + — 2s,«, cos A,»,»3 ---) +xr (s;»',« +.. ' 

- 2s,«, eos A,»>', - . .) + (xX' + hO (s,\» , + - - 
— HU «» -^1 (»1»'» + »•»' i) -) 

wir erkennen daraus, unter CT die Grade |/u, fi'| Yerstehend , die 
Belation 

(x/i'— fix') I xA (s^aj H 2s,s, cos A4a,a, ) + xT 

(s!a\« H 2s,s, cos A^a%a , ^) + (xX'+ixO (sfaXi 

H s,8, cos Ai (a,a', + a,a',) ) j tg BC 

= (xi' — Xx) jxf* (s*ai* H 2s,s, cos Aia,a, ^) +x'fi 

(sja\ « H 28,8, cos A,a',a', ) + (xfi + /ni) (s^a^a i 

H 8,8, cos Ai (a,a', + a,a',) ^)| tg BC. 

Ist insbesondere die Grade |x, x'| eine* der Winkdhalbimngs- 
linien, so nimmt sie nach Division mit xx' + s^a^a^ -\ 

— 8,8, cos Ai (a,a', + a,a',) die Form 

2. (x//— /£x')xi'+ix)tgBC=(xA'— ix')(x/4' + fix')tgBC 
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an ; für den besondern Fall CB == BC oder tg BC = — tg BC, 
d. i. für den Fall, dass dnrch die Grade |x, /j zugleich auch 
der Winkel CC halbirt wird, wird aus ihr 

x'a^^ = >t*AV. 3.' 

Endlich bemerken wir, dass vermittelst der leicht beweisbaren 
Belation 

(sja^a^ H SjjSg cos A^ (a^a's + aga',) )« + 4J» 

(a^a'^ — aga'a -j- b.^9.\ — a^a'^ + a^a', — aja'^)« = (sja? 

H — 2s,S8 cos A ia,a3 ) (Sia'i » H 

— 2saS3 cos A^a'ga'a — -) 

aus dem für die Tangente gegebenen Ausdrucke sich sofort die 
Ausdrücke 

. — 8 J (a^a^ — aga^ + A^a,\ — a^a% + a^a', — aga^) 4 

sm A A == •« , — 

VCsJ»!» H «SjS, cos A^a^a, ) (s*a\« +y 

— SSgSj cos Aj.a'ia'3 ) 

Si^&iA\ ^ SgSg cos At(a,a% + aga^) 5. 

COSAA =~5 » 

y(V»i* + - - — 2saS, cos A^a^a, ) (sja',« + - - 

— SsjSg cos A^a'^a', -) 

in denen, weil der Sinus jedes von zwei Graden gebildeten 
Winkels positiv ist, das Vorzeichen der Quadratwurzel dem 
der Grösse aga'g — q,^sl2 + ^s^\ — a^a'g + a^a'^ — a,a\ 
entgegengesetzt ideich ist, entnehmen lassen. 
Weü hiemadi 

. .T> — 2Jx^ (a^a^, — a^a^ + a^a', — a^a% + a^a^, — a^a',) 

sm AB ==: 8 . 

VCs!»!"" H 2sj83 <jos Aja^ag ) (sj (xa^ + x'a'j)« -^ 

— 2s ,83 cos Aj (xag + xV^) (xa, + XV3) ) 

ist, so hat die Gleichung 

« : . 

/ ys*ai 2 H 2SaS8 cos A^a^a g sin AB 

^ y^V +- - — 2S2S3 cos A,a',a'3 - - -- sS"A'B 

6. 

— das Vorzeichen der zweideutigen Quadratwurzel ist dem der , 
/ 

Grösse - entgegengesetzt gleich — statt. Das Verhältniss der 

in der Form der Graden (x, x'| auftretenden Grössen x:x' ist 
somit umgekehrt proportional dem Sinusverhältniss der Winkel, 
die die Graden ja^, a^, agl,^ {a\, a'^, a',! mit ihr bilden. 
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8. Zum Zweck der Bestimmung der Entfernung zweier 
Punkte (a^, ag, «j), {a\^ a g, a\) — wir bezeichnen sie durch 

A, A' — von einander heisse der 
Durchschnittspunkt ihrer Verbin- 
dungslinie löjCf'j — «»ö'a » ^s^'i 

Fundamentallinie a, B und die 
Senkrechte von ihm auf die Funda- 
mentallinie a, BM, und femer sei 
p die Senkrechte aus dem Fun- 
damentalpunkte ex 3 auf jene Ver- 
bindungslinie und AN, A'N' die 

Senkrechten von den Punkten A, A' auf die Fundamentallinie a^. 

Es ist dann 




und folglich, da 
BM = 
und 

AN = 
also 



p:a3B = A'N' — AN:AA' 
asB.sinAs ==BM 



2Ja, ^/jj/ _ 2Ja\ 



Air _ AN = ^J («1«'« ~ «2«\ —^i^\ + «s« g) 

8» («1 + «2 + «3) («'1 + «'« + a's) 
ist, 

P . («1 + «2 + ofs) («1 + «2 + «'3) ^ — 2J («lo'i — ofga'i); 
erheben wir daher diese Gleichung ins Quadrat und substituiren 
dann für p^ den Werth, den es nach der Formel am Ende des 
6. Abschnitts hat, so erhalten wir die Entfernung der 
Punkte («1, «2» «s)? («'n «t, «3) durch die Gleichung 

(«1 + «2-+«8)* («1 + «2 + «'s)* AA'» =Si« («,« 3 - «3«'2)* 

+ s* («3« 1 — cf^a 3)» -f- Sg (ai« 8 — «2« 1)* 

— 2S2S3 cos Ai (03« 1 — «1« 3) («1« , — (x^a\) 

— 2S3S1COSA, {(x^ct\ — a2«'i)(«2«'s — «S«'2) 

— 2SiS2 cos A3 («2« 3 ■— «3« 2)(«««'i — «i«'s)- 

Die Entfernung zweier Punkte hat hiemach ein doppeltes 
Vorzeichen. Wenn die Entfernung AA' von A nach A' gemessen 
als positiv angesehen wird , so muss die von A' nach A gemes- 
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sene Entfernung A'A als negativ gelten. Diese Unterscheidung, 
nach der die Gleichung 

AA' + A'A = o 
statt hat, hat indessen, so lange nur die Entfernung zweier 
Punkte in Betracht kommt, keinen Zweck, unabweislich ist sie 
aber dann , wenn zu den zwei Punkten noch ein dritter Punkt 
(x, x') oder B hinzutritt. Es ist dann stets 

AB + BA' = AA' oder AB + BA' + A'A = o, 
mag der Punkt B zwischen den Punkten A, A' liegen, oder nicht. 
Wir bemerken, dass das Quadrat der Entfernung jeder zwei 
Punkte, die mit den Punkten (a^, a^, «3), (a\, a'g, a\) auf 
einer Graden liegen, abgesehen von den Quadraten ihrer Goordi- 
natensummen bis auf einen Factor den rechtsstehenden Aus- 
druck der obigen Gleichung enthält ; er kann deshalb füglich als 
die Entfernungsconstante der Graden {a^a^ — «3«',, 
(x^a\ — «i^'s, «i«'^ — «2«'il bezeichnet werden. 

Für die Punkte A, B geht die Entfernungsconstante den 
Factor x'* ein; es erhellt daraus die Gleichung 
x'« («\ + a\ + «'3)« ÄF« = _ 

(x(a, + «2 + «3) + 3c' («1 + a\ + a\)y AB« 

und, da ebenso 

>t« (ce, +a,+ «3)« A'A« = 



(x'(a'i + «2 + « s) + X (a^ +a^ + a,))^ A'B« 
ist , so kommt man durch Subtraction und nachherige Division 

mit AA' und x («^ + «^ + «s) + ^'i^\ + «'« + «'s) ^^^ ^i® 
Gleichung 

(x'(a\ + «« + «3) - x{a, + «a + «8» AA' = 

(x{a, + «4 + «3) + ^'(«'1 + «2 + «'s)) (AB + A'B). 
Und diese Gleichung zeigt in Verbindung mit den vorigen , dass 
>t'(«i+«« + «'3)AA' = 

(x(ai + a^ + ofg) + x'(a 1 + a\ + a\)) AB 8. 
^'t(ai + aa + «3)A.'A = 

(x{a\ + a\ + a'3) + X («1 + «4 + «3)) A'B 
ist, denn, da von diesen Gleichungen die eine die andere nach 
sich zieht, so wären nur noch die Gleichungen 
>t'(«i + «, + «'3)AA' = 

(x(a, + a, + «s) + >t'(a'i + a', + a\)) BA 
>t(«i + «a + «3) A'A = 

(x'(a'i + a's, + a's) + xCa^ + a. + «3)) BA' 
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möglich I diese aber führen auf die unmöglichen Relationen 
AA' = o, AB + A'B= 0. 

Aus den gefundenen Gleichungen ergiebt sich die Relation 
9, X (a, + öj + ttg) Aß + X (a 1 + a^ + a^ A'B = o ; 
sie lehrt, dass der Punkt (x, x') zwischen den Punkten (a^, a^, 
«sX («11 «'«5 «'s) M^t öder nicht liegt, je nachdem x(ai + or^ 
+ «j) und x'(a'i + « ^ + a'g) gleiche oder entgegengesetzte 
Vorzeichen haben , und ferner dass er auf ihrer Verbindungs- 
linie so gelegen ist, dass 

TAB = ;iBA' 
ist, wenn 

>tX(ai + «a + «s) = ^-^'^'{«'i + «' « + « a) 
ist) und zwar innen, d. h. zwischen A und A', oder aussen, d. h. 

nicht zwischen A und A', je nachdem X und V gleiche oder ent- 

g^engesetzte Vorzeichen haben. 

Insbesondere ist AB = BA', also der Punkt (x,. x') der 
(innere) Mittelpunkt der Verbindungslinie der Punkte {«i, 
«2 5 «s)» l«'i» «'•> «'3) ^^ Bezug auf, diese Punkte, wenn 

X = a 1 + a a + «'3 1 *' = «1 + «« + «s 
ist Der Punkt (x, — x') ist für dieselben Werthe von x, x' der 
unendlich ferne Punkt dieser Verbindungslinie , wir nennen ihn 
auch, da für ihn die Belation AB= A'B gilt, den äusseren 
Mittelpunkt der Graden in Bezug auf jene Punkte. Es mag 
übrigens bemerkt werden , dass für (len unendlich fernen Punkt 
die Relationen AB + BA' = 0, AB + BA' = AA' zugleich be- 
stehen, und dass Aehnliches gilt, wenn drei Grade durch die 
Relation AB = A'B , deren Bedeutung im zweiten Theile dieser 
Schrift klar wird, mit einander verknüpft sind. 

Aus der obigen Gleichung folgt weiter 
x' «1 + «a + «3 AB , 

10. X ~ "" ä'; + a', -P";^ * rs" ' 

das Verhältniss der in der Form des Punktes (x, x') auftreten- 
den Grossen x : y! ist darnach umgekehrt proportional dem Ver- 
hältniss der Entfernungen der Punkte (a^, a^, «g), (a^, a^, a g) 
von ihm. 

Endlich erwähnen wir, dass der Punkt (x, x') in Bezug auf 
die Funkte (A, X'), (^, ^') — sie seien durch C, C bezeichnet — 
durch (x^' — jUx', Ax' — rX) dargestellt werden kann und dass 
daher nach derselben Gleichung 
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(ülii — fix') (i («1 + «a + Og) + ^' (a'i + ö « + ö's)) BC = 

ist. Ist insbesondere der Punkt (x, y!) in Bezug auf die Punkte 
(«1» «t? «3), («'n «2? «'s) der innere Mittelpunkt, so nimmt sie 
die Form 

{Hfl' — fix') (x^' + Ix) BC = (x;i' — Ix) (xfi + /ux) BC 11. 
an; für den besonderen Fall CB = BC d. h. wenn der Punkt 
(x, x) zugleich auch in Bezug auf die Punkte (^ l'\ i^i^ fi) der 
innere Mittelpunkt ist, wird aus ihr 

x'^fi =: xny. 12. 

Die in diesem und dem vorhergehenden Abschnitte ent* 
wickelten zwei Grundformeln der analytischen Geometrie ändern 
sich übrigens durch eine cyclis<ihe Vertauschung der Indices 
nicht; es muss daher jedes Bedenken, das man wegen der 
bei ihrer Herleitung stillschweigend gemachten Voraussetzung, 
die aus dem Fundamentalpunkte cfg gezogenen Senkrechten 
seien nicht Null, gegen die Allgemeingültigkeit derselben haben 
könnte, offenbar schwinden. 

9. Die inneren Mittelpunkte der Fundamentallinien in Be- 
zug auf die Fundamentalpunkte sind durch die Formen (0, 1, 1), 
(1, 0, 1), (1, 1, 0) dargestellt; aus denselben sieht man sofort, 
dass die Verbindungslinien dieser Mittelpunkte mit den gegen- 
überliegenden Fundamentalpunkten durch einen Punkt gehen, 
dessen Form (1, 1, 1) ist. Dieser Punkt ist, wie aus der Be- 
deutung der Coordinaten hervorgeht, der Schwerpunkt des 
Fundamentaldreiecks, wenn dieses als homogen voraus- 
gesetzt wird. Er ist von jedem Fundamentalpunkte zweimal so 
weit entfernt, als von dem jedesmaligen ihm gegenüberliegen- 
den Mittelpunkte. 

Wir nennen den Punkt (1, 1, 1), der dieselben Coordinaten 
hat, wie die unendlich ferne Grade |1, 1, 1|, vorzugsweise den 
endlich fernen Punkt und die durch ihn gehenden Graden 
die endlich fernen Graden; diese haben die Eigenschaft, 
dass ihre Coordinatensumme Null ist 

Durch die Conformität der Formen des endlich fernen Punk- 
tes und der unendlich fernen Graden werden wir hingewiesen 
auf die Begriffe des Winkels zweier Punkte und der Entfernung 
zweier Graden von einander. 

10. Wenn der Durchschnittapunkt zweier Graden auf der 
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unendlich fernen Graden liegt oder also ihre unendlich fernen 
Punkte in einen einzigen zusammenfallen, so sind die beiden 
Graden parallel, und es bilden daher zwei Grade einen Winkel, 
der gleich NuH oder von Null verschieden ist , je nachdem ihre 
unendlich fernen Funkte zusammenfallen, oder nicht Das fuhrt 
auf die Definition des Winkels zweier Punkte: Dervon zwei 
Punkten (ai, a^, «g), {«i, a«, a'3) gebildete Winkel 
ist der von ihren endlich fernen Graden ja^ — a,, 
«5 — «1, «1 — a,|, \a\ — «8, a's — « 1, a\ — a j| gebildete 
Winkel. Bezeichnen wir ihn durch AA', so erhalten wir dem- 
nach seine Tangente, wenn wir in der Formel 1 • a^ mit a^ — 03, 
a\ mit a\ — a,, u. s. f. vertauschen; sie ist, wenn 

3(7 J = sj + sj + 2S4S3 cos Ai 

3(7* = sj + s^ + 2s8Si cos A, 

13 ^^* = s! + sj + 2SiSa cos A3 

Sa^a^ cos -r^i = s* — s^Sg cos A^ + SjS^ cos A.^ 

+ SiSaC0sA8 



3a ^Oj^ cos -r^^ = sj — S3S1 cos A, + SjS« cos A 
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H-SjSjCosAi 

Sa^a^ cos -r^3 = S3 — SjSj cos A3 + 82S3 cos A.^ 

+ S3S1 cos A2 
gesetzt wird, 

tß A A' = "" ^J («««'» — «a«% + ^9^\ — «1«% + «1«% — «a« 1) 

Die Bemerkung, dass das dreifache Quadrat der Entfer- 
nung des Durchschnittspunktes der Graden [a^, a.^, agj, |a\, 9,\, 
2lW vom endlich fernen Punkte 

o?(aaa'»— ftg^'H ^jgg, cos^^ (a,a\ — a^a\)(a^a\->aga\) • 

(a,a', — a,a , + a^a j — a,a', + a^a , — a,a ,)« 

ist, lässt femer die Bedeutung der Entfernung zweier Graden — 
obschon nicht ganz vollständig — erkennen: Das Quadrat 
der Entfernung der Graden la^, a^, agl, |a\, a'^^ ^W 
ist gleich dem dreifachen Quadrate der Entfernung 
ihres Durchschnittspunktes (ajja'3 — a3a'^, aja'j — a^a'j, 
a^a', — a.2a'i) vom endlich fernen Punkte, multipli- 
cirt mit dem Quadrate des Quotienten 

(ai + aa + ag) (a'i + a', + a'3) 
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« 

Sie ist, wenn sie durch AA' bezeichnet wird, zufolge der For- 
mel 7. durch die Gleichung 

(a, + a, + ag)« (a\ + a', + a',)« IT« = al (a^a'^ - asa',)« 
+ ol (a3a\ — aia'3)« + al (aia', — a,a'i)«^ 

— 2a^ü^ cos^i (aja'i — ^iB,\){s,^a'^ — a,a'i) 

— 2a^aj^ cos ^2 (^i^'s — ^2^\){!Bi^^\ — aga',) 

— 2cri(72 cos ^8 (a»*'» — fts^'a) (aga^ — a^a'^) 
gegeben. Die Verschiedenheit in der Grösse der Entfernungen 
der Graden eines Punktes von einander bedingt offenbar nur 
der Quotient; seine Beschaffenheit zeigt, dass die absolute Ent- 
fernung zweier Graden gleich ist der Summe oder Differenz der 
absoluten Entfernungen dieser Graden von jeder dritten , durch 
ihren Durchschnittspunkt gehenden Graden. Femer ist zu be- 
merken , dass , wenn die Entfernung AA' als positiv angesehen 
wird, wenn die Grade A durch eine in einem bestimmten Sinne 
vorgenommene Drehung um den Durchschnittspunkt in die 
Grade A' übergeführt gedacht wird, die Entfernung A'A als 
negativ gelten muss, wenn die Grade A' durch eine im ent- 
gegengesetzten Sinne vorgenommene Drehung in die Grade A 
übergeführt gedacht wird. Diese Unterscheidung entspricht 
vollständig der für Entfernungen von Punkten gemachten ; doch 
muss nothwendig noch festgesetzt werden, dass beim Ueber- 
führen einer Graden in eine andere durch Drehung derselben 
am den Durchschnittspunkt die durch diesen gehende endlich 
ferne Grade nicht überstrichen werden darf, entsprechend dem 
Umstände, dass die Messung der Entfernung zweier Punkte 
nicht über den unendlich fernen Punkt ihrer Verbindungslinie 
ausgeführt wird. 

Selbstverständlich können an die gegebenen zwei Formeln 
dieselben Entwickelungen geknüpft werden, wie an die For- 
meln 1. und 7., und es gelten demnach die im 7. und 8. Ab- 
schnitte entwickelten Foimeln und Sätze sämmüich in der ent- 
sprechenden Umformung. Wir heben von diesen, indem wir be- 
nierken, dass eine Grade zwischen den Graden A, A' liegt, oder 
nicht liegt, je nachdem sie bei der behufs Ueberführung in die 
Grade A' vorgenommenen Drehung der Graden A von dieser 
überstrichen wird,, oder nicht, hier nur den folgenden Satz 
namentlich hervor: Die Grade |x, x'| liegt zwischen den Graden 
^1» ftj, asi, |a\, a'j, a'gl, oder nicht, je nachdem x (a^ •+• a,^ 
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+ ag) und %' (a'i + a'« + a'3) gleiche oder entgegengesetzte 
Vorzeichen haben. Nach ihm liegt die der Graden [a^, ag, 'd,^\ 
parallele Grade |x, x'| und so auch jeder Punkt derselben mit 
der ihr parallelen endlich fernen Graden oder also mit dem end- 
lich fernen Punkte -auf derselben oder nicht auf derselben Seite 
von der Graden |ai, ag, a,,!, je nachdem x (a^ + a^ + ag) und 
x' entgegengesetzte oder gleiche Vorzeichen halben. 

Die sechs Gleichungen 13. bleiben, wie aus ihnen sofort 
sich ergiebt, auch bestehen, wenn die Grössen cXi, a^, 03, ^n 
^g, -^3 mit den Grössen s^, s^, S3, A^, Ag, A3, und umge- 
kehrt, vertauscht werden, so dass demnach diese durch jene 
in ganz derselben Weise darstellbar sind , wie jene durch diese, 
Das weist, wie die Formeln selbst , in denen sie erscheinen , auf 
die einander entsprechende Bedeutung dieser Grössen in der 
Geometrie. Die Grössen a^^ a^^ a^ sind analog die Entfer- 
nungen der Fundamentallinien a^, sl^; ag, a^; a^, ag von ein- 
ander — ihre Quadrate sind die dreifachen Quadrate der Ent- 
fernungen der Fundamentalpunkte of^ , «g 1 «3 ^^^ endlich fer- 
nen Punkte — und die Grössen -^j, ^^, ^3 die von den Funda- 
mentalpunkten a2i"85"3?"i>^ii^2 — öder deren endlich 
fernen Graden — gebildeten Winkel. 

Natürlich stehen die Grössen a und -^ in denselben Be- 
ziehungen zu einander und zum Fundamentaldreieck, wie die 
Grössen s und A ; sie können aus jenen sechs Gleichungen leicht 
hergeleitet werden; wir geben hier als Beispiel die Formeln 

_ 16 Ja = st + s^ + sj - 2s^s^ - 2s|s? - 2s?sf 

_ 16 J8 = a',+at+ot- 2alal - 2ala\ - 2a\o\ 

und setzen dazu die Relation 

s? + s| + s| = (7? -I- cr^ + ol 
11. Jede durch den Punkt (e^, €21 ^3) gehende Grade ist 
eine zur Graden ja, , a^, agi senkrechte Grade. Es ist daher 
die durch einen Punkt («i, a^, «3) gehende, zur Graden |ai, 
a^, aal senkrechte Grade durch die Form 

lö2«3 — «S«a » «S«l — «1«8 -, «1«2 — «2«ll 

gegeben; ihr Durchschnittspunkt mit der Graden ja^, aj, asi 
ist der Punkt 

(a^ (ai€2 — «gfii) — ag {a^e^ — a^e^), ag {a^e^ — a^e^) 
— «•1 («1^2 — «2«i)> »1 («aCi — «^€3) — -Äjj («263 — a^e^)) 
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oder, besser geschrieben, der Punkt 

(«1 (ai^i + asje, + agCg) — c^ {^^a^ + ag«, + SL^a^), 

«2 (a^i«! + agC« + agCa) — 6g (a^ai -j- a^ag + agCf.^), 
«3 (^1^1 + agCg + agCj) — «3 (ai«! + sl^cc^ + ajag)). 
Die Entfernung dieses Punktes von dem Punkte (aj , Og, «a) 
d. i. dw senkrechte Abstand des Punktes {a^ , «g , a^) von der 
Graden la^, ag, agl — wir bezeichnen ihn durch fi — ist, da 
die Coordinatensumme dieser Punkte 

(«1 + «2 + «3) (^ifii + agf^ + agfis), «i + «2 + «3 
ist, ferner da die Entfernungsconstante ihrer Verbindungslinie, 
weil diese wegen ^^ + Cg + «3 = u. a. in der Form 

l«l«2 — «2«! — «2 («1 + «2 + «3)» «1«2 — «2«! 

+ £1 («1 + «2 + «3)5 «l«-2 — «2«! 

darstellbar ist, sofort als durch die Grösse 

(Si«2 + ^lel + 2SjS2 cos AsC.^g) (a^ + ofg + aj)» 

gegeben erkannt wird und , wie durch eine kleine Rechnung er- 
mittelt wird, 

^1^2 "rSgfij + ^SlS2 cos Agfi^^g = (Sl^g^g + SgCgCj -f- Sg^^fig) 

= 4J2 (a^fii + agCg + a^fig) 

ist, endlich da diese Entfernungsconstante in dem gegenwär- 
tigen Falle den Factor (SL^a^ + agCfg + ag«^)'^ eingeht, durch 
die Gleichung . 
(«1 + a^j + «3)2 (aifij + agCg + s^^e^) /a^ 

= 4J2 (a,«! + agttg + a^a^y 

gegeben. Es ist daher der senkrechte Abstand des 
Punktes («1,02, «3) von der Graden ja^, ag, ag] 

„ _ 2J(a^a, H-agOgg + ag Ofg) . . 

(«1 + «2 + «3) yai«i + agCg + agfig 
und zwar ist er, da unter der Bedingung 

X ^ _ a^ cfi + aggg + 3,^0^ 

% «1 + «2 + «3 

der Punkt (a^ , «g , «3) ein Punkt der zur Graden [a^ , ag , a3| 
parallelen Graden |x, x'| ist, zufolge einer Bemerkung im vori- 
gen Abschnitt, wenn das Vorzeichen der Quadratwurzel mit 
dem Vorzeichen der Grösse a^ + ag + a3 übereinstimmend an- 
genommen wird, welche Annahme keine Widersprüche herbei- 
fährt, positiv oder negativ, je nachdem der Punkt («j, a^j , ag) 



t 
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mit dem epdlich fernen Punkte auf derselben oder nicht auf 
derselben Seite von der Graden [a^ , a^, Sk^\ liegt 

Der Parallelabstand des Punktes («1, «21 ^^^s) ^^^ 
der Graden la^, a^, aL^\ in Bezug auf die Grade |a'^, a'^, 

a'jl — wir nennen ihn v — ist hiernach zufolge der Formel 4. 



(«i + ofs + «3) (a^a^j — aga'jj +a3a\ — aia'g' 
10. -j- a^a 2 — agÄ 1) 

er ist, wenn das Vorzeichen der Quadratwurzel mit dem der 
Grösse (a^ + a^ + a3)(a2a'3 — aga'^ + aga'i — aia'3 + a^a'^ 
— a^a'i) übereinstimmend angenommen wird, positiv oder ne- 
gativ, je nachdem es der senkrechte Abstand ist. 

In der entsprechenden Umformung geben diese beiden For- 
meln den senkrechten und den Parallelabstand der Graden {a^, 
a«, agi von dem Punkte («i, a^» ^s) 1^ Bezug auf den Punkt 
(of'i, «4, «3), d. i. die Entfernung der Graden [a^, a^, agl von 
der Verbindungslinie des Punktes (a^, cc^, a^) und des zu ihm 
senkrechten resp. dem Punkte (cc'i, a\, a\) parallelen, auf 
jener Graden liegenden Punktes. 

Leicht ist an dieser Stelle der Beweis der folgenden ^wei 
Sätze: Die durch die Fundamentalpunkte gehenden, zu den 
entsprechenden Fundamentallinien senkrechten Graden gehen 
durch den Punkt (cot A^ cot A3, cot A3 cot A^, cotA^ cot A^)- 
Die auf den Fundamentallinien liegenden , zu den entsprechen- 
den Fundamentalpunkten senkrechten Punkte liegen auf der 
Graden |cot -^2 cot -^3 , cot ui^ cot -«^^ , cot -^^ cot ^^\. 

19. Wenn ^i^ , /tg 9 i^s ^^^ i^i 9 i^2 1 i^s ^^^ ^^^ ^^^ ^^' 
gehörigen Vorzeichen behafteten — dieser Zusatz wird weiter- 
hin überall wegbleiben — senkrechten Abstände des Punktes 
(oTj, «2, «3) von den Fundamentallinien und der Fundamental- 
punkte von der Graden [a^, a2, 2l^\ sind, so ist nach Formel 14. 

J«i Si Jg» S2 ^ 



«1 + «2 + «3 * «1 + «2 + «3 



2 



J«3 _S8 u . 

Ä_ = -2 . f«3 , 



«1 + «2 + «3 ^ 

Ja^ 



VsJaJ -I 2S2S3 cos Aia2a3 — - 



= i-A*i 



* .. 
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•^^2 —t.U^, 


« 


— — 2 * « ' 


VsJaJ + - - 


iuS^So cos xVoäoSia " " 


9 


— — -j- " r'a 



VsJaJ H 2S283 cos Aiagag 

— das Vorzeichen der Quadratwurzd ist das der Grösse a^ 
+ a-ä + »3 — , und es ergeben sich daraus mit Rücksicht zu- 
gleich auf die entsprechenden Ausdrücke die Sätze: 

Die Coordinaten des Punktes («i, «g, «3) sind, 

multiplicirt mit dem constanten Factor — 1 ; , 

«1 + 02 +«3 

gleich den senkrechten Abständen des Punktes von 
den Fundamentallinien, multiplicirt mit -J, ^, -J, 

X s> 9 

und die Coordinaten der Graden la^, a^, a,! sind, 
multiplicirt mit dem constanten Factor — — — — — , 

8»! "T" 3-2 "T a3 

gleich den senkrechten Abständen der Graden von 
den Fundamentalpunkten, multiplicirt mit ?i, -|, ^* 

Die Coordinaten der Graden la^, a^, a3| sind, mul- 
tiplicirt mit dem constanten Factor 

a , gleich den senk- 

VsjäjH 2saS3 cos Aia.^a3 

rechten Abständen der Fundamentalpunkte von 
der Graden — den Plückerschen Coordinaten — , 
multiplicirt mit |, und die Coordinaten des Punk- 
tes (a^, cxg, äs) sind, multiplicirt mit dem constan- 
ten Factor -^ — , gleich 

ycrjaj H 2a ^a^ cos ^^^a^a^ 

den senkrechten Abständen der Fundamentallinien 
von dem Punkte, multiplicirt mit |. 

In diesen Sätzen hat das Hervortreten der vollständigen 
Analogie zwischen Punkt und Grade seinen Grund, durch sie 
findet das sogenannte Prinzip der Dualität in seiner 
ganzen Vollständigkeit und Allgemeinheit seine Be- 
gründung. Eine jede analytische Untersuchung, an- 
gestellt in der hier begründeten Weise, führt mit 
einem Bechnungsresultat auf zwei geometrische 



1 t-^*... A.. 
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Sät^e, von denen der eine die Interpretation des- 
selben, wie man sagt, nach dem System der Purikt- 
coordinaten, der andere die Interpretation des- 
selben nach dem System der Liniencoordinaten ist; 
zu einem jeden geometrischen Satze, welcher Ge- 
stalt er auch sein mag, gehört ein zweiter, ihm 
dualistisch entsprechender. 

Beide Sätze ergänzen sich gleichsam; durch den ersten 
werden die Coordinaten des Punktes und durch den ;5weiten die 
der Graden als Grössen gekennzeichnet, deren graphische Dar- 
und Vorstellung uns geläufig ist, dagegen durch den ersten die 
Coordinaten der Graden und durch den zweiten die des Punktes 
als Grössen , von denen wir uns kein graphisches Bild zu ma- 
chen vermögen, — die Coordinaten natürlich in jedem Falle 
multiplicirt mit einem bestimmten constanten Factor vorausge- 
setzt. Die beiden Sätze sind, so zu sagen, von reciprokem 
Charakter; sie weisen hin auf eine gewisse Art von Recipro- 
cität, die unter den Punkten, unter den Graden und unter 
den Punkten und Graden oder vielmehr unter deren Beziehungen 
zu einander besteht. Diese Reciprocität beruht darin , dass die 
"Winkelfunctionen und Entfernungen einander in gewisser Weise 
entsprechen. Wir bemerken zunächst unter Hinweis auf die 
Eingangs gegebenen Gleichungen, dass die Grössen 

yöjäfH 2a ^a ^ cos ^^a^a^ , 

VsJaJ H 2S2S3 cos A^a^ag 

von derselben Bedeutung sind, wie die Grössen 

«1 + «2 + «3 » »1 + »2 + ag ; 

sie sind sämmtlich gleich dem Inhalte des Fundamentaldreiecks, 
wenn beziehungsweise als Coordinaten des Punktes und der 
Graden die mit \ multipHcirten senkrechten Abstände der Fun- 
damentallinien von dem Punkte und der Fundamentalpunkte 

von der Graden und die mit -} , ^ , -f resp. ^ , — f- , -^ mul- 

s a a 2 2 2 

tiplicirten senkrechten Abstände des Punktes von den Funda- 
mentallinien und der Graden von den Fundamentalpunkten an- 
gesehen werden. Die Mittel- und Winkelhalbirungspunkte einer 
Graden in Bezug auf zwei Punkte und die Mittel - und Winkel- 



Der Pankt and die Grade. Das Prinzip der Dualit&t. 23 

halbiroDgslinien eines Punktes in Bezug auf zwei Grade sind 
durch die Gleichungen 

X =* a\ + a\ + «3 , x' = + (a^ + ct^ + «3); 
X = a\ + a'g + a'3, X == ± (ai + »2 + »s); 

X =i yöföyn 2ffjjff3 cos ^ja'ga'j , 

x' =i: + "j/cyjaj H 2(rj,a3 cos ^^a^aj ; 

X = VsJa'J H ^28283 cos A^a'^a 3 , 



x' = + Y^, H — 2S2S3 cos A^a^ag 

bestimmt. Für jeden Punkt der Verbindungslinie zweier Punkte 
und jede Grade des Durchschnittspunktes zweier Graden ist 

i = _ ^1 +^ 2 + "3 A? 
/ a\ + a'g + a'3 ' A'B ' 

8 

x' yafaj H ^^^2^% cos ^jagOfg sin AB 

'^ ~ ~ V^fo^ + - - ^^2^3 cos^^^'g^S'är^^ ' sinA'B' 

x' fti + »2 + a3 AB 

X ~ ~ a\ + a'g -Fa'ä ' Al' 

8 

X VsJaJ H 2S2S3 cos A^a^ag ^ sin AB 

^ VsJa'J + - - ^^28283 cos A^a'^a'a sinA'B' 

Endlich weisen wir hin auf die Gleichungen 

(x|u' — |tix ) (xr + hi) BC = {yd' — hi) {ytfi + jux ) BC 
(x^' _ ^x') (x^' + ;ix') tgBC = (xA' — K) (V + f^'^') tgBC, 

in denen B den inneren Mittel- und einen Winkelhalbirungs- 
punkt einer Graden in Bezug auf zwei Punkte oder die innere 
Mittel - und eine Winkelhalbirungslinie eines Punktes in Bezug 
auf zwei Grade bedeutet. Durch all diese Beziehungen und 
Gleichungen erscheint das Gesagte begründet. Wir bemerken 
noch, dass andere Formeln, die sonst nicht mit einander tiber- 
einstimmen, durch eine Voraussetzung übereinstimmend werden, 
dass z. B. die Formel 

/((jJofj^ö'jH a2(r3C08^i(a2«'s+«3«a) )tgAA' = 

(x((r*aj H 20^0^ Cos^ia^ös — - -) + x' {ala^a\ 

-\ cTjCTg cos ^1 (a^a 3 + «3« a) )) t« AB 
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zufolge der Relation 

(ala^a\ + - - — a^a^ cos ^^ (a^a 3 + «3« ,) )* 

+ 4J« (a^a 3 — «3« a + asö'i — «1« s + «i«'« — «*« 1)^ = 

(c^jaj H 2(ya(y3 cos u^iaaCg — - -) ((rja J 

H 2a^a^ cos A^a^d^ ) 

unter der Voraussetzung 

d. i. unter der Voraussetzung , dass die drei Punkte A , A', B 
auf einer endlich fernen Graden liegen, in die Gleichung 

X Vcy'a'J H 2a2(r3 cos u4^a\(x\ tg A A' = 

(x VaJaJ H 2a20^3 cos A^ct^a^ 

+ x' yöja'f -I 2(J^o^ cos A^a\(x\ ) tg AB 

übergeht und somit dieselbe Form annimmt, wie die ihr ent- 
sprechende Formel 

X {a\ + a\ + 03) AA' == (x («i -f «2 + «s) 

+ >t' {a\ + a 3 + ö 3)) AB; 

dieses Verhalten, dass also für Winkelfunctionen geltende Rela- 
tionen an der Grenze ihrer Gültigkeit dieselbe Form annehmen, 
wie die entsprechenden für Entfernungen geltenden, macht zu 
der Annahme geneigt, die Entfernungen seien eine Art Grenz- 
fall von gewissen den Winkelfunctionen entsprechenden Func- 
tionen. 

• Aus der Formpl 15. ergeben sich zwei Sätze derselben Art; 
sie lauten, wenn die senkrechten Abstände der durch die Funda- 
mentalpunkte «2» «8 5 «31 «1; «11 «2 gehenden, der Graden 

a\, a'2, a'31 parallelen Graden von einander 

2J (a^a - a^) 2J(a^3-a\) 

te^'i + a'26'2 + a'3e'3 ' WZ^'T+^^^^V-f^T'z 

2J (a\ - a',) 



1 

3 



Va'ic'i -f a jfi'j, + a'3e'j 

absolut genommen, durch «'231 *'8ii *'i2 — so genommen, dass 
das Vorzeichen der Quadratwurzel das der Grösse (aj -|- a2 
+ »s) (aaa'g — a3a'2 + ^^^\ — aia'3 + a^a', — a2a\) ist, 
nennen wir sie €'23, e'j^, i'^ — bezeichnet werden, so: 
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Die Coordinaten des Punktes (a^, o,, a,) sind, maltiplicirt 

mit dem constanten Factor ; r — , gleich den Parallel- 

«1 -r «» H- «8 

abständen des Punktes von den FundamentaUinien in Bezug 
auf die Graden |a\, a',, a',|, |a'\, a%, a%|, |a"\, a"',, a'M, 

9 9t 999 

multipUdrt mit ^», i^, i-M. 

Die Coordinaten der Graden ja^, a,, ^^ sind, multiplicirt 
mit dem constanten Factor 

fa't + — -^8. COS A, (a,a', + a.a',) -^ ^ ^^^^^ ^^^ 

Farallelabständen der Fundamentalpunkte von der Graden in 
Bezug auf die Grade |a\, a",, a",!, multiplicirt mit \. 

Es ist einleuchtend , dass in diesen Sätzen und den ihnen 
entsprechenden die oben gegebenen Sätze als specidle Fälle 
mit enthalten sind. Zu bemerken ist noch, dass das Vor- 
zeichen der Quadratwurzel mit dem Vorzeichen der Grösse 
(»1 +aa + agJCa^a's — aja', + aja'^ — a^a'» H-aia', — a^a'^) 
übereinstimmend anzunehmen ist; es erhellt dann, die der Be- 
zeichnung der senkrechten Abstände analoge Bezeichnung der 
Parallelabstände gewählt , das Bestehen der beiden Relationen : 

Vermittelst dieser und der ihnen entsprechenden Relationen 
können leicht aus den obigen Sätzen Coordinatensysteme von 
der Art des im 3. Abschnitte hergeleiteten .entlehnt werden. 

Die nach dem Prinzip der Dualität statthafte Umformung 
einer jeden Formel und eines jeden Satzes wird, wie bisher, 
in den meisten folgenden Fällen unterbleiben. 
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Der Schwerpunkt und der Kreis der mittleren quadratischen 

Entfernungen materieller Punkte. Das Dreieck« Von der 

Bedprocität und Ck>llineation. Die Ck>ordinaten- 

transformation. 

13. Bedeuten m^, mg, - - constante Grossen, A^A^, 
A, A\ , - - die mit den zugehörigen Vorzeichen behafteten Pa- 
rallelabstaDde der Punkte A^, A^, - - oder, durch ihre Formen 
gegeben, der Punkte (a^j, a^^, a^g), (a^^, a^^, a^g), -- und 
AA' in gleicher Weise den Parallelabstand des Punktes A oder 

16. ( iM[ijL + 3*Bjlx.^ + .., 

Voll -'---'-' 
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+ «1» + «13 «21 + «22 + « 

™l"l» I °^2«2 2 1 



«11 + «12 + «18 «21 + «22 + «23 

mi«18 . °l2«23 , . \ 

«11 +«12 +«13 «21 +«22 +«23 / 

von irgend einer Graden |a^, ag, a,! in Bezug auf die be- 
liebige Grade |a\, a'^i ^Wy so hat, wie unmittelbar die For- 
mel 15. erkennen lässt, die Gleichung 

17. m^ . AjA'j + m^ • AjA'^ -| = (m^ + m^ H ) AA' 

statt. Die Summe der mit den Goefficienten m^, 
mg, — versehenen Parallelabstände der Punkte Aj, 
Ag, -- von jeder Graden in Bezug auf jede beliebige 
Grade ist demnach gleich dem mit dem Goefficien- 
ten m^L -f-mj H versehenen Parallelabstande des 

nur von der Lage der Punkte und den Goefficienten 
abhängigen Punktes A. Denkt man sich die Punkte A^, 
A, , - - als materielle Punkte und die Goefficienten m^, m^, - - 
als ihre Massen oder denselben proportionale Grossen, so be- 
zeichnet man sie als solche durch m^ . A^ , m^ . A,, - - und 
nennt dann den Punkt A den Schwerpunkt oder auch das 
Gentrum der mittleren Abstände der Punkte m^.A^, 

nio • ^V.a , — — • 

Die Verbindungslinie des Schwerpunkts A mit dem be- 
liebigen Punkte Aq oder (a^, a,, a,) ist die Grade 
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«11 + «12 + «13 «21 + «23 + « 

^1 («8«11 — «l«is) . ^2 («3« 21 — «1« 23) , 

T — z T~z 7~zr~' "i > 



«11 +«12 +«18 «21+ «22+« 

m^ («iOgt2 — «2«ll) , ^2 («1«22 — «2«2l) i 

«11+«12+«18 «21+«22+«28 

aas ihrer Form ist mit Rücksicht darauf, dass, wie aus den 
Formeln 5. und 7. ohne Schwierigkeit — im 21. Abschnitte 
wird es in etwas anderer Form ausführlich gezeigt — erkannt 
wird, z. B. 

!S! («2«13 — «S«12)(«2«23— «3«22)H \ 
— SjSj cos Ai ((ag«!! — «laij) (a^a^^ — a^aji)? 
— («1«12 — «2«ll)(«3«2 1 — «1«23)) J 

(«H+«12+«l3)(«2l+«2 2+«2 3)(«l+«2+«8)* 



— A|^Aq I A2AQ A|A 



ist, sofort ersichtlich, dass 

(mi + ma H )* («1 +ogg + ag)« . AAJ 

= mj («1 + «a + «s)* . AiAj + m| («i -f^Og + «3)2 . A^Aj 

H hmima(ai+a2+«s)*-(Ä^iA^o+Ä^Äo— Ä7Ä2) + — 

oder also dass 

m^ . AjAo + m^ . A^Aq H 

s 



2 , mimjj . AjAjj H 



ist, und CS hat demnach, wenn wir 
und 

AAq nr jfM.A — ■ JM-Aq 

setzen und somit durch A einen der Punkte eines Kreises be- 
zeichnen, dessen Centrum der Punkt Aq ist, und der durch 
die beiden Punkte hindurchgeht , die auf der zu der Verbin- 
dungslinie des Schwerpunkts mit dem Punkte Aq senkrechten 
Graden des Schwerpunkts oder auf zwei Graden des Punktes 
Aq und einem Kreise liegen , dessen Centrum der Schwerpunkt 
A und dessen quadratische Entfernung von ihm 

j^2 ^ j^ m^mg .ä;ä| + — 
- (mj + m^ H )2 
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— in dem ersten Falle hat das obere, in dem andern das 
untere Vorzeichwi Geltung — ist, die der Gleichung 17. gleich- 
gebildete Gleichung 

ffij .A^Ao +mj .AjAJ H = (mi -fm^ H ). AAj 

, statt. Die Summe der mit den Coefficienten m^, m,, - - 
versehenen Quadrate der Entfernungen irgend 
eines Punktes von den Punkten A^, Aj, -- ist gleich 
dem mit dem Coefficienten mj + m^ H versehe- 
nen Quadrate der Entfernung des Punktes von jedem 
Punkte eines um ihn als Gentrum beschriebenen 
Kreises, der in gekennzeichneter Weise bestimmt 
ist durch einen nur von der Lage der Punkte und 
den Coefficienten abhängigen Kreis. Diesen Kreis nen- 
nen wir den Kreis der mittleren quadratischen Ent- 
fernungen der Punkte m^-A^, mg.Ag,--. Wegen der 
zwei Vorzeichen in dem seinen Kadius bestimmenden Ausdrucke 
müsste eigentlich von zwei Kreisen der mittleren quadratischen 
Entfernungen die Bede sein; weil aber von ihnen stets nur einer 
graphisch darstellbar ist, so sprechen wir auch nur von einem, 
darunter beide begreifend ; nur wenn der eine oder der andere 
von ihnen vornehmlich gemeint wird, soll er, je nachdem das 
obere oder untere Vorzeichen als geltend angesehen wird, als 
der erste oder der zweite bezeichnet werden. 

In dem Falle mi + m^ H = ist im Allgemeinen der 

Schwerpunkt der Punkte m^ . A^, m^ . A^, -- ein unendlich 

femer Punkt; nur, wenn ^ ^^ 



«11 +«12 +«18 



H , * ^^, 1 =0, u. s. f. und also oflFenbar jeder 

«21 + «22 + «28 

von den Punkten der Schwerpunkt der übrigen ist, kann jeder 
beliebige Punkt als Schwerpunkt aufgefasst werden. 

Der Schwerpunkt von Punkten einer Graden ist stets selbst 
ein Punkt dieser Graden, ausser wenn ein jeder der Punkte 
der Schwerpunkt der übrigen ist. 

Jeder Punkt kann als Schwerpunkt von nicht 
in einer Graden liegenden Punkten, als Schwer- 
punkt von Punkten einer Graden im Allgemeinen 
aber nur jeder Punkt derselben Graden angesehen 
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werden, wenn diesen Punkten geeignete Coeffi- 
cienten beigelegt werden, und zwar sind von diesen 
Coefficienten, wenn die Anzahl der Punkte n ist, 
n— 3 resp. n — 2belie]bigund von deren beliebigen 
Annahme die übrigen 3 resp. 2 abhängig. Nur in zwei 
Fällen sind demnach die Coefficienten durchaus bestimmt , näm- 
lich wenn von 2 Punkten und von 3 nicht in einer Graden 
liegenden Punkten gehandelt wird. 

Der Schwerpunkt der durch die Formen (a^j, a^, a^g), 
(«81, «2 2» "23) gegebenen Punkte A^, Aj ist der Punkt (x, %) 
oder A, wenn die ihnen beizulegenden Coefficienten 

ini = («ii +«12 + «18)^1 ^2 ==(«21 +«22 +028)>t' 
oder 

m^ = A^A, m2 = AA^ 

sind. Für den Radius des Kreises der mittleren quadratischen 

Entfernungen hat man wegen mi+m2=A2Aiin diesem Falle 

ferner ist 

xV^il.2 • xSLAq "~P" A2A. • iXji^ixQ ~f~ AA'j^ . x\,axV.Q — — ^ U 

oder also 

A^tAa • ■"■•"■0 •" ■"■g**- • '"■i""-o '~* -A-Ä-j . A^Aq 

""7" xV,j^A2 . iV.2A • xLxx« ^=s U 

(Stewarts TheorennJ und endlich 

A.jl^x\.2 • AÄ ""i^ A2A • A|^A -^ ~'j~' AA| • A2A 2 "^ v. 

Wenn A'^, A'2 die auf dem Kreise der mitüeren (][uadra- 
tischen Entfernungen der Punkte A^, A^ liegenden Punkte ihrer 
Verbindungslinie sind, so ist 

A A I . A A o " I A A < • A. A o 

und , je nachdem das obere oder untere Vorzeichen als geltend 
angesehen wird, 

A iA| A ^A2 j A ^Aj^ ^ A ^A^ __^ - 

weil diese Relationen sich auf die vorige vermittelst der Glei- 
chungen A'2A = AA\ , A\ Aj = A'iA -+- AA^ , u. s. f. zurück- 
führen lassen. Von den diesen Relationen genügenden Punkten 
werden wir weiterhin handeln ; hier bemerken wir nur, dass die 
durch die Relation 



A jA^ ^ A ^A 



2 



""■ 2'""l " 2*"' 






2 
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verknüpften Punkte A'i, A'^, A^, A^ harmonische Punkte 
genannt werden, und dass demnach der Gleichung 10. zufolge 
die Punkte 

(«11 «2 1 «3)1 («11 «2, «3)7 (^1 ^')i ('ti — ^') 
vier harmonische Punkte sind. 
. Die Discussion des zweiten Falles folgt weiter unten. 
14. Die Punkte 

(«111 «12» «13)1 V«21i «22 1 «23)1 («311 «32 1 «Ss) 

und die Graden 



*lli ^121 ^isli 1^211 ^221 ^23li 1^311 ^32' ^33! 

seien die Eckpunkte und Seitenlinien eines Dreiecks. Die Coor- 
dinaten derselben nehmen wir in einer gewissen Abhängigkeit 
von einander an; wir nehmen nämlich, was stets möglich ist, 
da die aus den Coordinaten der drei Punkte gebildete Deter- 
minante 



— J^ 



«111 «121 «13 
«211 «22 1 «23 
«31 1 «32 1 «33 



die in entwickelter Form also lautet: 

_^3 =ai^a^^a^^ +«23«31«12 +«32«13«21 



«11«23«32 «22«31«13 «33«12«211 



offenbar nicht Null ist — sie ist es nur dann, wenn die drei 
Punkte auf einer Graden liegen — die CJoordinaten der drei 
Graden so an, dass 

- ^ a^ 1 = 0f2 2«3 3 «2 3«32i '^3'12^^«2 3«81 «2 1«3 3» 

^*13 ''^«2 1«3 2 «2 2«3 1 

-^^21 r^«3 2«lS «3 3«12i ^^2 2 ^^^«3 3«11 «31«1 3» 

^^2 3 ''^«31«12 «8 2«11 

-^^31 ^^=^«12«2S «13«2 2 1 -^ 3'3 2 ^^^^ «13«2 1 ^ll«2 3i 

— ^a33 = aii«22 — «iga^i 

ist, alsdann gelten — und das nöthigt zu dieser Annahme der 
Coordinaten — wegen der in Bezug auf a und a symmetrischen 
Form der aus diesen Gleichungen sofort sich ergebenden, je 
neun Gleichungen repräsentirenden Formeln 

ait«ix + a2tajjx + agtasx == eJ^ 
ati«xi + ai2ax2 + at3ajc3 = fi^* i 
in denen für e, z die Zahlen 1, 2, 3 zu setzen sind und, je 
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nachdem t = x ist, oder nicht, e Eins oder Null ist, diese 
Gleichungen auch , wenn die lateinischen und griechischen klei- 
nen Buchstaben mit einander vertauscht werden; die Coordi- 
naten der drei Punkte sind dann ebenso durch die Coordinaten 
der drei Graden dargestellt, wie diese durch jene. 
Die specielle Annahme der Relationen 

und der Relationen 

r 

^23^81^12 =.^23^81^12 » ^82*18*21 ^^ ^32^18^21 

unter den Coordinaten , von denen die eine die andere nach sich 
zieht, und die auch sämmtlich zugleich bestehen können, führt 
auf zwei bemerkenswerthe Sätze , die wir ohne den leichten Be- 
weis an dieser Stelle in folgender Weise geben. 

Sind zwei Dreiecke so gelegen, dass die drei Verbindungs- 
linien entsprechender Fxkpunkte durch einen Punkt ( Colli - 
ueationspunkt) gehen, so liegen die drei Durchschnitts- 
punkte entsprechender Seitenlinien auf einer Graden (Colli- 
neationslinie), und umgekehrt 

Sind zwei Dreiec^ce so gelegen, dass die drei Durchschnitts- 
punkte der entsprechenden Verbindungslinien nicht entsprechen- 
der Eckpunkte auf einer Graden liegen , so gehen die drei Ver- 
bindungslinien der entsprechenden Durchschnittspunkte nicht 
entsprechender Seitenlinien durch einen Punkt, und umgekehrt. 

15. Es seien nunmehr die Punkte Aj, A^, Ag oder (ofn, 

«121 «is)» («211 «22, «23)1 («311 «821 «83) ^rel ulcht in 
einer Graden liegende Punkte oder die Eckpunkte eines Drei- 
ecks, für das die im vorigen Abschnitte gegebenen reciproken 
Beziehungen zwischen den Coordinaten der Eckpunkte und Sei- 
tenlinien statt haben mögen, und femer sei der Punkt A oder 
(«11 «21 «3) der Punkt, der ihr Schwerpunkt sein soll. Die 
Coefficienten , die dann den Punkten beigelegt werden müssen, 
ergeben sich aus den Gleichungen 

m^ai\ m^ggi m^a^^ ^^ 

«11+«12+«1S «21+«22+«2S «31+«32+«83 ^ 

_ fl^l«12 I nigCgaa I 5l8«3J. 

«11 +«12 +«18 «21 +«22 +«23 «81 +«82 +«88 



~ rz. TT r z r-.. rz— — «2 

"«88 
Uli«, 8 mgttgg , ^^«3 8 



. — . — I — . . 1 — r \ — = «3 

«11+«12+«18 «21+«22+«2a «81 + «82+«38 
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nun in der folgenden Weise: 
^«mi=(aiiai +9,itcc^ + ^n^^i) '{<Xii +«1» + «is) 

^^mg = (aji«! + ag^Os + ajattj) . (a^^ + «3, + agj). 

Das Quadrat des Badius des Kreises der mittleren quadratischen 
Entfernungen der drei Funkte ist 

^ ~ (m, + m, + m,)» 

und endlich gelten in diesem Falle die Gleichungen 
m^ . AiA\ +m2 . AjA'^ H-m^ .A^k\ ==(mi +m2+m8) AA' 

mj . ÄjÄl + m, . AgAo + m3 . A^J = (m^ +m^ + mf^)]kÄl ; 
übrigens können in leichter Weise diese Gleichungen auch in 
der Form 

» A 8 -7- AA| . AgAg -f-"* ^AAg « AA3 . AgAj^ . A| A^ * 

4 Jx o xV. a • xV Q A. « • j[x « A. A 
"^ ^iVgi^g • AgAj • Ai^Aa • AÄ ^— JmAj^ • A4 A j • AaAg ~j~ "• ■• 
*""" y^xmAg • AgA 3 ~7~ iM-Ag • AgA gj ■'^^S-**! • '"■l'""2 ~~^ — — — 
ÄA2A2 • AjAj^ • Aj^Ag • xmA0 ^=5 xm.Aj^ • Aj^Aq • Ag Ag — j~ — " 
"~* yxmAg • AjAq —j"" iS.Ag • AjAq^ AgAj^ • A|^ A^ ^~' - — — 

dargestellt werden. 

Es giebt einen Punkt Aq — wir bezeichnen ihn durch ü — , 
der so liegt, dass 

ÄJJ" = AJJ* = a;ü* = Äü* 

ist; er ist das Centrum des durch die drei Punkte Aj, A,, A3 
gehenden oder des dem durch diese Punkte gebildeten Dreieck 
umschriebenen Kreises; und es ist also, wenn sein Badius r ist, 

r« = Äü' = ÄÜ* + ÄA* 
oder 

SÄ* = + (r« — AÜ*). 
Die quadratische Entfernung des Kreises der mitt- 
leren quadratischen Entfernungen der Punkte Ap 
Ag, A3 von deren Schwerpunkt, seinem Centrum A 
ist demnach gleich der mit dem Plus- oder Minuszeichen be- 
hafteten Differenz aus dem Quadrate des Radius des durch sie 
gehenden Kreises und der quadratischen Entfernung des Cen- 
trums dieses Kreises von dem Punkte A oder gleich der mit 
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dem Plus- oder Minuszeichen behafteten Potenz 
des Punktes A in Bezug auf den durch sie gehen- 
den Kreis. Die Potenz eines Punktes in Bezug auf 
einen Kreis nennen wir nämlich die Differenz aus 
dem Quadrate seinesBadius und der quadratischen 
Entfernung seines Centrums von jenem Punkte 
oder, da, wenn die auf irgend einer Graden des Punktes A 
liegenden Punkte des Kreises durch B, C und der innere 
Mittelpunkt derselben in Bezug auf sie durch M bezeichnet 
werden, 

r« — ÄÜ* = Bü' — AU* = (M* + MÜ*) — (AM* + Mü*) 

= BM* — AM* == — AB . AC 

ist, das durch den Punkt und den Kreis bestimmte, 
mit dem Minuszeichen behaftete constante Product 
aus den Entfernungen desPunktes von den auf dem 
Kreise liegenden Punkten einer jeden Graden des- 
selben, abweichend von der gewöhnlichen Erklärung der Po- 
tenz, nach der sie den entgegengesetzten Werth hat; sie ist ' 
positiv, negativ oder Null, je nachdem der Punkt innerhalb, 
ausserhalb oder auf dem Kreise liegt. Die Potenz eines 
Punktes in Bezug auf einen Kreis ist demnach gleich 
der mit dem Plus- oder Minuszeichen behafteten 
quadratischen Entfernung des Kreises der mittle- 
ren quadratischen Entfernungen jeder beliebiger 
drei Punkte des Kreises von jenem Punkte als sei- 
nemCentrum und dem Schwerpunkte der dreiPunkte. 

Die Potenz des Centrums des durch die Punkte A^,^ Ag, Ag 
gehenden Kreises in Bezug auf diesen ist gleich dem Quadrate 
seines Radius, und daher ein Kreis der (erste) zu seinem 
Centrum gehörige Kreis der mittleren quadrati- 
schen Entfernungen jeder drei auf ihm liegender 
Punkte. 

16. In einem Falle nehmen die Coef&cienten, die den drei 
Punkten A'i, A^, A3 beigelegt werden müssen, wenn der Punkt 
(«1, ofg, ttg) ihr Schwerpunkt sein soll, eine besonders einfache 
Form an, nämlich wenn die drei Punkte die Fundamentalpunkte 
sind; es ist dann m^ = «^ , m^ == a.^, mg == «j. Die Coordi- 
naten des Punktes (a^, a^? «3) sind darnach die Coefficienten, 

Schendel, Elemente der anal. Oeom. 3 
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die den Fandamentalpunkten beigelegt werden müssen, wenn 
er ihr Schwerpunkt sein »soll, oder, wenn wir die Coefficienten, 
die drei Punkten beizulegen sind , damit ein Punkt ihr Schwer- 
punkt sei, die barycentrischen Coordinaten dieses Punk- 
tes in Bezug auf das durch sie gebildete Dreieck nennen , d i e 
Coordinaten des Punktes in unserm trilinearen 
Coordinatensystem sind zugleich seine barycentri- 
schen Coordinaten in Bezug auf das Fundamental- 
dreieck. 

Für jeden Punkt A oder (aj, a^, «3) gelten somit in Be- 
zug auf ein Dreieck — die Bezeichnung desselben als Funda- 
mentaldreieck unterlassen wir in diesem und den nächstfolgen- 
den Abschnitten — die Gleichungen 

«1 . Ai A\ -}; «a . A^A'^ + «8 «^s-A^'s = («1 + «a + «s) • A^A' 

18. ai.AiA5+a4.A2Ao+as.A8Äj = (ofi+a2+a3).AA5, 

und seine Potenz in Bezug auf den demselben um- 
schriebenen Kreis ist 

s?«a«8 + s;«8«i + s;«i«^ 
(«1 + «« + «s)* 
Dieser Ausdruck kann mit Bücksicht auf die im Eingange des 
12. Abschnitts stehenden Gleichungen in die Form 

oder also wegen der Belationen 

4Jr = S1S2S3 , Sj = 2r sin A^ , s^^ = 2r sin A^ , Sj = 2r sin Aj 

in die Form 

. ^c^/cg sin A^ + jUg/i^ sin A^ + /i^^^ sin As 
^^ • 2J 

übergeführt werden; es erhellt daraus, da offenbar 

fi^fi^ sin Ai -|- fi^fl^ sin A^ + fii^i^ sin A3, 

absolut genommen, der doppelte Flächeninhalt des durch die 
drei , auf den Seitenlinien des Dreiecks von den zu ihnen senk- 
rechten Graden des Punktes bestimmten Punkte gebildeten Drei- 
ecks oder, indem wir den Flächeninhalt dieses Dreiecks als den 
Potenzinhalt des Punktes bezeichnen, der doppelte Po- 
tenzinhalt des Punktes ist, der Satz: Die Potenz eines 
Punktes in Bezug auf einen Kreis ist, je nachdem 
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erinnerhalb, ausserhalb oder auf dem Kreise liegt, 
gleich dem vierfachen Quadrate seines Radius, mul- 
tiplicirt mit dem mit dem Plus- oder Minus- oder 
beidenZeichen zugleich behafteten Verhältnisse dos 
zu jeden drei Punkten des Kreises gehörigen Po- 
tenzinhaltes des Punktes zu dem Flächeninhalte 
des durch sie bestimmten Dreiecks. Der zu jeden drei 
Punkten eines Kreises gehörige Pot^nzinhalt eines jeden Punktes 
dieses Kreises ist Null; es liegen daher die drei Punkte, 
die auif den Verbindungslinien jeder drei Punkte 
eines Kreises durch die zu ihnen senkrechten Gra- 
den eines jeden Punktes des Kreises beziehungs- 
weise bestimmt werden, auf einer Graden. 

Endlich bemerken wir, dass nach Formel 7. des 8. Ab- 
schnitts, wenn die Potenz eines Punktes in Bezug auf den 
umschriebenen Kreis durch den ihn bezeichnenden Buchstaben 
bezeichnet und der Punkt A^ durch" die Form (a^, a'^i «'») 
gegeben wird, 

AiAo-t-Ao — ^,^_^^,^__^^,^, A.,Ao-hAo— ^,^_^^,^^^,^, 

A3A0 + Ao - ^.^ ^ ^^ ^ ^^ 

ist, und dass demnach mit in Folge der Gleichung 

jfmA^ == AAq -f- A 

zwischen den Potenzen und der Entfernung zweier 
Punkte die Belation 

ÄÄJ + A + Ao = 19. 

s! («a« 9 + <^8»'a) + ^\ («8« 1 + «i^'a) + ^\ («1« 2 + «a« 1) 

(«1 + «2 + «s) («1 + «2 + «3) 

besteht. 

17. Die unter 18. gegebene Gleichung 

^1 « A^ Aq -p ^g * -A^Aq -4~ Cfg . A3AQ 
«1 + «a + «3 

(«, + «. + «3)* AAo - U 

lässt sich durch Einführung der constanten Grössen r und IL 
und der abkürzenden Bezeichnungen 

3* 
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A (Ä7ä; - r«) == a„ , X (ä;ä; + Ä~ÄJ - 2r* - sj) 
in die Form 

(«1 + «2 + «s)^ 

+ A (r« — AAj) = 

bringen. In dieser Form zeigt sie, dass für alle Punkte A oder 
(«1, a.;j, «3), die von dem Punkte Aq dieselbe Entfernung r 
haben, die Gleichung 

H-2aia«i«a=0 

besteht, und dass umgekehrt allen Punkten (a^, a^» «s)' ^^® 
dieser Gleichung genügen, jene Eigenschaft zukommt; diese 
Gleichung stellt daher einen Kreis dar, sie ist die Gleichung 
des Kreises, sofern die Coefficienten derselben von der durch 
die obigen Gleichungen gekennzeichneten Beschaffenheit sind 
oder sofera für sie die Belationen 

^«Ä "i" ^8 8 -^^as ''^^ ^i » ^3 8 "^ *ii ^ag,^ = ASg, 

bestehen, denn dann sind sie von dieser Beschaffenheit. Die 
Gleichung 
aii«J+aa2«I+Ä38«J + 2a28«2«s+2a3ia3ai 

stellt demnach einen Kreis dar, wenn, 

Aj = a22 "T" a3 3 — ^a^s , A^ = a3 3 + ai 1 ^agj , 

^8 ^^^^11 "i" ^2 2 2aj2 
gesetzt, 

1 * 2 • 8 ~~^ "l • Sj I Sg 

ist, und der Ausdruck 

ist offenbar die Potenz des Punktes («i, «a» «3) '" 
Bezug auf diesen Kreis. Man kann diesem Ausdruck auch 
die F-orm 

8!«2«8 + Sa«8«l + S;«l«2 
(«1 + «2 + «3)2 

s? + s; + s; aiitti +aaa«2 +ft8 3«3 

^1+^2 + ^3* «l+«»+«3 
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geben, und erkennt daraus, dass die Punkte, die in Bezug auf 
jenen Kreis und den dem Fundamentaldreieck umschriebenen 
Kreis gleiche Potenzen haben, auf der Graden la^, a^^, ag^j 
liegen; der Ort des Punktes, der in Bezug auf zwei Kreise 
gleiche Potenzen hat, ist darnach eine Grade, die Grade 
der gleichen Potenzen in Bezug auf jene Kreise. 

Selbstverständlich entspricht dem Kreise als dem Orte aller 
Punkte , die von einem Punkte dieselbe Entfernung haben, dua- 
listisch eine Curve, die von den Graden umhüllt wird, die alle 
von einer Graden dieselbe Entfernung haben, und diese Curve 
ist in analoger Weise durch eine Gleichung von der Form 

+ 2ai,aia2 = 
unter der Bedingung, dass die Grössen ef2«+«s8 — ^««s» 
«33 + «11 — 2a3n «11 + «22 — 2«ia sich der Reihe nach 
wie die Grössen <tJ, aj, aj zu einander verhalten, gegeben. 
Die sämmthchen durch eine homogene Gleichung zwei- 
ten Grades dargestellten Curven werden Kegelschnitte 
genannt; von ihnen handelt der zweite Theil dieser Schrift. 

18. Die Potenz des Schwerpunkts des Dreiecks 
(1, 1, 1) in Bezug auf den umschriebenen Kreis ist 

s? + s; + s; Ol + er; + al 
p oaer p . 

Das Quadrat der dreifachen Entfernung des Schwer- 
punkts eines Dreiecks von einem der Punkte des 
umschriebenen Kreises, die auf der zu der Euler- 
schen Graden des Dreiecks, d. i. der Verbindungslinie 
des Centrums dieses Kreises mit dem Schwerpunkte, senk- 
rechten Graden des Schwerpunkts liegen, ist dar- 
nach gleich der Summe der Quadrate der Seiten des 
Dreiecks. 

Die Form des Centrums des-umschriebenen Krei- 
ses ist, weil dasselbe der Durchschnittspunkt der zu den Seiten- 
linien des Dreiecks senkrechten Graden ihrer inneren Mittel- 
st 
punkte ist und demnach r* — ^ = ^sj cot * A^, u. s. f. seine 

senkrechten Quadratabstände von den Seitenlinien sind, 

(sj cot Aj , sj cot A4 , sj cot A3) 
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V 

oder 

(1 — cot A^ cot Aj , 1 — cot A3 cot Ai , 1 — cot Aj cot A,). 

In dieser letzteren Gestalt weist sie hin auf die Punkte 

(cot Aa cot Aj , cot Ag cot A^ , cot A^ cot A^) 
(1 + cot Aa cot Aj , 1 + cot A3 cot Ai , 1 + cot A^ cot A^). 

Der erste von diesen Punkten , die wir durch H und F bezeich- 
nen, ist der sogenannte Höhenpunkt des Dreiecks, der 
Punkt, durch den, wie wir am Ende des 11. Abschnitts be- 
merkt haben , die durch die Eckpunkte des Dreiecks gehenden, 
zu seinen Seitenlinien senkrechten Graden hindurchgehen, der 
zweite das Gentrum des sogenannten Feuerbachschen 
Kreises d. i. des Kreises, der durch die Durchschnittspunkte 
dieser Graden mit den Seitenlinien oder die Höhenfusspunkte 
des Dreiecks hindurchgeht Denn mit Bücksicht auf die Formeln 
sj cot Ai + sj cot A^ H- sj cot Ag = 4J 
cot A^ cot A3 + cot Aj cot AjL + cot A^ cot A^ = 1 
sj cot A2 cot A3 + sj'cot Aj cot A^ + sj cot A^ cot A^ 

4J cot Ai cot Aj cot A3 = sJ + sJ + sJ — 2 . ^^ 
findet man leicht die Potenz dieses zweiten Punktes 

und .darnach 

jp« , ^ ~=J cot A|^«| + cot A^tta + cot AgQgg 

4 * «1 4- a« + «s ' 

und sieht daraus, dass der Ausdruck 

sftta^aH-s'ofaOft+s*« ^^^^ j COtA^«t -f-cot A.2aa + COtA3g8 
(«1 +cc^+ «3)* * Ofi + «a + «8 

der flir die bezeichneten, durch die Formen (0, cot A3, cot Aj)) 
u. s. f. darstellbaren Punkte verschwindet, die Potenz des Punk- 
tes («1, a^, a^) in Bezug auf einen Kreis ist, dessen Centruni 
der Punkt F und dessen Badius der halbe Badius des umschrie- 
benen Kreises ist 

Die Potenz des Höhenpunkts in Bezug auf den umschriebe- 
nen Kreis ist 

B»B4JcotA^ cotA^cotA^ 



A = 5 — ■'^F' = — iH — AH* = |S — AS"; 
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und darnach 
ÄH* j_ A + ^ H == 2J ^Q^ ^1^1 + ^^^ ^t«'2 + cot A3«3 

Für das Gentrum des umschriebenen Kreises ist natürUch 

ÄÜ'' + A - r« = 0, 
far den Schwerpunkt — er sei durch S bezeichnejt — 

f ÄS^ + A ^ 2S == - i . ^'^^ + «»«^ + s:«3 

^ «1 + «^ + «3 

* oder 

«1 + «a + «3 

oder endlich 

ÄS^ 4- A _ 4S = U ^Q^ ^1^1 + CQt A^Ca + cot Agttj 

Die Annahme cot A^a^ + cot A^a.^ + cot AjOfj = be- 
dingt hiernach die Gleichungen 
r; 
4 
es folgt daraus, dass die Grade 

|cot Ai, cot A^, cot AjI 

die Grade der gleichen Potenzen ist in Bezug auf den 
umschriebenen und den Feuerbachschen und zugleich in Bezug 
auf einen Kreis, dessen Centrum der Höhenpunkt und dessen 
quadratische Entfernung von ihm seine halbe mit dem Minus- 
zeichen behaftete Potenz in Bezug auf den umschriebenen Kreis 
ist, — er heisse kurz der Kreis um den Höhenpunkt - 
und endlich einen Kreis , dessen Centrum der Schwerpunkt und 
dessen quadratische Entfernung von ihm seine halbe Potenz in 
Bezug auf den umschriebenen Kreis ist. 

Die Potenz des Punktes (a^, cr^, ctg) in Bezug auf den 
Kreis um den Höhenpunkt ist 
s!«»<y3+8|«3«i + s;aiag Qj cotA^a^ + cotAa«a + cotA3a3 | 

(«1 + «a + «s)* ' «1 + «1 + «8 

— sie kann demgemäss auch in der Form 

^j cot A^ftf + cot Ag«! -tr cot Agg; 

(«1 + «8 + «g)^ 

gegeben werden — und folglich ist, wie ein Blick auf den oben 
gegebenen Ausdruck für die Potenz in Bezug auf den Feuer- 









hryiifrfi^ 
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bachschen Kreis zeigt, die Potenz eines jeden Punktes 
in Bezug auf den Feuerbachschen Kreis gleich dem 
arithmetischen Mittel zwischen seiinen Potenzen iD 
Bezug auf den umschriebenen und den Kreis um 
den Höhenpunkt. 

Die Grade |sj, sj, sj| ist der Ort des Punktes, dessen Po- 
tenz in Bezug auf den umschriebenen Kreis gleich ist der Diffe- 
renz aus der doppelten Potenz des Schwerpunkts und • dessen 
quadratischer Entfernung von ihm, die Grade [aj, (xj, al\ der 
Ort des Punktes, für den sie gleich ist seiner mit dem Minus- 
zeichen behafteten quadratischen Entfernung vom Schwerpunkte. 
Diese Graden sind der Graden |cot A^, cotAg, cot A3I und 
auch der Graden |cot>i^i, cot^i^g, cot ^^l parallel, weil 3sJ 
+ 3<tJ = 2 (sj + sj + s?) = 4sJ + 8J cot Ai , u. s. f. ist. 

Der Schwerpunkt und der Höhenpunkt des Drei- 
ecks und die Gentra des umgeschriebenen und des 
Feuerbarchschen Kreises liegen auf der Eulerschen 
Graden, sie sind vier harmonische Punkte und mit 
einander verknüpft durch die Belation 

FS:SÜ:HF:HÜ = 1:2:3:6; 
das ergiebt sich aus ihren Formen, theils unmittelbar, theils ver- 
mittelst der Formel 9. des 8. Abschnitts durch die Gleichungen 
2FS = SU, 3SU = 2HF , 2HF = Hü. 

Diese Proportion zeigt insbesondere, dass die Verbindungs- 
linie der Centra des Feuerbachschen und des umschriebenen 
Kreises durch den Schwerpunkt innen und durch den Höhen- 
punkt aussen nach dem Verhältniss 1:2 d. i. nach dem Ver- 
hältnisse der Kadien der genannten Kreise getheilt wird. Man 
nennt die beiden Punkte der Verbindungslinie der Centra zweier 
Kreise, die diese innen und aussen nach dem Verhältnisse ihrer 
Eadien theilen, den inneren und den äusseren Aehn- 
lichkeitspunkt der Kreise; durch den inneren gehen alle 
Graden , welche die auf entgegengesetzten , durch dea äusseren 
alle, welche die nicht auf entgegengesetzten Seiten jener Ver- 
bindungslinie auf den Kreisen liegenden Punkte paralleler Dia- 
metrallinien verbinden , und jede durch sie gehende Grade wird 
durch die Kreise beziehungsweise innen und aussen nach dem 
Verhältnisse ihrer Radien getheilt. Darnach ist der Schwer- 
punkt der innere und der Hölienpunkt der äussere 
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Aehnlichkeitspunkt des Feuerbachschen und des 
umschriebenen Kreises; jede Grade des Schwer- 
punkts wird durch dieseKreise innen und jede Grade 
des Höhenpunkts aussen nach dem Verhältniss 1:2 
getheilt. Der Feuerbachsche Kreis geht daher u. a. durch 
die Seitenmittelpunkte des Dreiecks. 

Vier merkwürdige Punkte des Dreiecks — als merkwür- 
dige Punkte und Grade des Dreiecks^ sind alle solche Punkte 
und Graden anzusehen, deren Coordinaten gleichgebildete Func- 
tionen der Seiten und Winkel des Dreiecks sind -r- sind ferner 
die Punkte 

(Sj, Sg , S3), ( Si , S2) Sg), (S| , Sji, 83), (Sj , Sg, S3), 

— wir bezeichnen sie kurz durch Eq, E^, Eg, Eg. Ihre Formen 
zeigen sofort , in welcher Beziehung sie zu dem Dreieck stehen ; 
ihre senkrechten Abstände von den Seitenlinien des Dreiecks 
sind, abgesehen von den zugehörigen Vorzeichen, einander 
gleich. Die vier Punkte sind die Gentra der sogenann- 
ten ein- und abgeschriebenen Kreise des Dreiecks. Die 
Radien dieser Kreise sind 

2J 2J 2J 2J 

^1 H~ ^2 H" S3 — Si + S2 + S3 Si — Sj + S3 Sj -|- Sg — S3 

und seien durch Qq^ q^^ q^^ q^ bezeichnet, es bestehen zwi- 
schen ihnen die leicht erfindlichen einfachen Belationen 

^ Qo Qi Qi Qb 

die beiden letzten sind specielle Fälle der aus der Gleichung 18. 
sich ergebenden Relation 

^ loÄ! = liÄ! + 12! ^ IZ!. 

Qo Ql Q2 Qfi ' 

Die Verbindungslinien der Centra der angeschriebenen 
Kreise mit den entsprechenden Eckpunkten des Dreiecks gehen 
durch das Centrum des eingeschriebenen Kreises. 

Die Potenzen der Centra der ein- und angeschriebenen 
Kreise in Bezug auf den umschriebenen Kreis sind 

^i^a^a Sj^S^S3 Sj^S^Sg — S^S2S3 

S1.4- 84 + 83' — s, +Sa + S8' Si — Sa+'sg' s^ + Sa — S3 
oder also 

2r^o y — 2r?f , — 2tq^ , — 2r^3 , 
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in Bezug auf den Kreis um den Höhenpunkt 

und demgemäss in Bezug auf den Feuerbachschen Kreis 

Po(r — ?o)i —Qii^ + Qi)j —Q^i^ + Q-i)^ — ^s (r + $s)- 
Aus diesen letzteren Ausdrücken erkennen wir in Erinnerung 
an die Bedeutung der Potenz den Satz: der Feuerbachsche 
Kreis wird von dem eingeschriebenen innen und von 
den angeschriebenen Kreisen aussen berührt. 

Für die Centra der ein- und angeschriebenen Kreise er- 
hält man aus der Gleichung 19. die Gleichungen 

E~A* I 2E -+- A = ^8^»^i "^ s^SiOfg + Si8g« 8 
-r -r ofjL + «2 + ag 

ETÄ* -f- 2E, 4- A = ^«^3«! — «sSi«» — s^SaCgg 

«1 + «2 + «8 

ETÄ* + 2Eo 4- A = ~ ^sSa^i + SsSi«« — »iSa^a 

* * . «1 + a^ + ag 

E^* + 2E3 + A = — SgSs«! — SsSitta + Sia^gs 

^1 + "2 + ^a 
und durch Additipn derselben die Gleichung 

e;;ä* + e;a* + e^s' + e;a* + 2 (Eo + e, -f- e, + e,) 

+ 4A=0 
oder also, da wegen — Po + Pi + ?« + Ps = 4r 

Eo + El 4- E, + Ej = — 8r« 

ist, die Gleichung 

4A = ler« — (e;a' + E^Ä* + e;a* + E^A*). 

Die vierfache Potenz eines Punktes in Bezug auf 
einen Kreis ist demnach gleich dem um die Summe 
seiner quadratischen Entfernungen von den Gen- 
tren der ein- und angeschriebenen Kreise eines 
jeden durch drei Punkte des Kreises bestimmten 
Dreiecks verminderten sechszehnfachen Quadrate 
des Radius des Kreises. Die Summe der quadratischen 
Entfernungen eines jeden Punktes eines Kreises von den Gentren 
der ein- und angeschriebenen Kreise eines jeden durch drei 
Punkte des Kreises gebildeten Dreiecks ist gleich dem sechs- 
zehnfachen Quadrate des Badius des Kreises. 

Der letzten Gleichung kann auch, wenn wir durch E den 



^r- 



y 
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Schwerpunkt der mit gleichen Goefficienten behafteten Pankte 
Eo, E,, Eg, Eg bezeichnen, die Form 

A = 4r« — EA^ 

oder also die Form 

EÄ* — ÄÜ* = 3r« 

gegeben werden; aus derselben und der nunmehrigen Bestim- 
mung des Schwerpunkts E vermittelst der Form 16. ergiebt 
sich der Satz: Der Schwerpunkt der mit gleichen Goef- 
ficienten behafteten Centra der ein- und ange- 
schriebenen Kreise des Dreiecks ist das Centrum 
des umschriebenen Kreises, und derBadius des Krei- 
ses der mittleren quadratischen Entfernungen jener 
Punkte ist mit der Gleichung 

e;ej + e^e* + e;e| + e;e^ + e";;ej + e^i = 48r« 

gegeben. Das Gentrum eines Kreises ist der Schwer- 
punkt der mit gleichen Goefficienten behafteten 
Ce,ntra der ein- und angeschriebenen Kreise eines 
jeden durch drei Punkte des Kreises bestimmten 
Dreiecks, und derjenige Kreis, dessen quadratische 
Entfernung von ihm dreimal so gross ist, als die 
des gegebenen Kreises, ist der (erste) Kreis der 
mittleren quadratischen Entfernungen jeder vier 
also bestimmter Punkte. 

Die Gentra der ein- und angeschriebenen Kreise sind die 
vier Durchschnittspunkte der sechs Winkelhalbirungslinien des 
Dreiecks, und da die Winkelhalbirungslinien eines jeden Eck- 
punkts zu einander senkrecht sind, so ist jedes Gentrum der 
Höhenpunkt des durch die drei übrigen bestimmten Dreiecks 
und zu den vier durch die Gentra bestimmten Dreiecken gehört 
als Feuerbachsches Dreieck — wir bezeichnen so der 
Kürze wegen das durch die Höhenfusspunkte eines Dreiecks 
gebildete Dreieck — das Dreieck selbst. Daraus folgt: Die 
Eckpunkte eines Dreiecks und dessen Höhenpunkt sind die 
Centra der ein- und angeschriebenen Kreise des Feuerbach- 
schen Dreiecks ; jeder dieser vier Punkte ist der Höhenpunkt 
des durch die übrigen bestimmten Dreiecks ; das Feuerbachsche 
Dreieck gehört als solches zu allen vier durch sie bestimmten 
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Dreiecken, und die diesen umschriebenen Kreise haben deshalb 
sämmtlicli gleiche Badien. 

Wir bezeichnen solche Punkte und Grade, deren Coordi- 
naten reciproke Form , als einander in Bezug auf das Dreieck 
reciprokförmig entsprechend, und in gleicher Weise 
solche , deren Coordinaten gleiche Form gegeben werden kann, 
als einander in Bezug auf das Dreieck gleichförmig ent- 
sprechend; darnach entsprechen sich z. B. reciprokförmig der 
Höhenpunkt (cot A^ cotAg, cot Ag cotAj, cot Ai cot A^) und 
die Grade der gleichen Potenzen |cot A^, cot Ag, cotAjj. Die 
Construction der einem Punkte oder einer Graden reciprok- und 
gleichförmig entsprechenden Punkte und Graden wird weiter- 
hin erhellen aus Sätzen des 27. Abschnitts. 

Die Gleichung des umschriebenen Kreises ist, weil die Po- 
tenz eines jeden seiner Punkte in Bezug auf ihn Null ist, 

es gilt daher für alle Punkte des Kreises mit Ausnahme der 
£c]q)unkte des Dreiecks die Gleichung 

«1 «2 «S 

und folglich der Satz: Die den Punkten des einem Dreieck 
umschriebenen Kreises mit Ausnahme der Eckpunkte 
des Dreiecks in Bezug auf dieses reciprokförmig 
entsprechenden Graden gehen durch einen Punkt 
und reciprokförmig entsprechenden Punkte liegen 
auf einer Graden; dieser Punkt und diese Grade ent- 
sprechen sich gleichförmig, ihre Formen sind 

(Sj , Sj, 83), |Sj , Sj, S3I. 

Die Summe der mit den Constanten x^, x,, Xg multipli- 
cirten Quadrate der Flächeninhalte der durch den Punkt (a^, 
«2, ofg) mit den Eckpunkten des Dreiecks gebildeten Dreiecke ist 

J^ (Xi«? + ^2^ + T^$ctl) 

(«1 + «2 + «s)^ 

Wir schliessen daraus, wie in der That in bekannter Weise als 
richtig sich erweist: Der Punkt (ctj, a^, a^) hat vor allen 
andern Punkten die Eigenschaft, dass für ihn die 
Summe der mit den Constanten -^, -i-, -i- multipli- 

«1 «1 «s 
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cirten Quadrate der Flächeninhalte der mit den Eck- 
punkten gebildeten Dreiecke oder dass für ihn die 

s* s* s* 
Summe der mit den Constanten -^, -^, -^ multipli- 

«1 «a «8 
cirten senkrechten Quadratabstände von den Seiten- 
linien ein Minimum ist. Insbesondere ist daher der 
Schwerpunkt (1,1, 1) derjenige Punkt, für den die 
Summe der Quadrate der Flächeninhalte der mit 
den Eckpunkten gebildeten Dreiecke, und der Punkt 
(s?, sj, sj) derjenige Punkt, für den die Summe der 
senkrechten Quadratabstände von den Seitenlinien 
ein Minimum ist. Diese Punkte entsprechen sich hiernach 
gewissermassen ; dasselbe gilt auf Grund des angegebenen Satzes 
von jeden zwei Punkten, deren Coordinaten, beziehungsweise 
mit einander multiplicirt , den Grössen sJ, sJ, sJ proportionale 
Producte ergeben, die also durch die Formen (a^, a,, a^) und 

(S* 8* S* \ 
-^ , -^ , ^^ ) gegeben werden können ; wir nennen sie einander 

in Bezujg auf das Dreieck isogonal entsprechende Punkte 
auf Grund des ihre gegenseitige Lage beleuchtenden Satzes: 
Die drei Graden der Eckpunkte des Dreiecks, die 
so gelegen sind, dass in Bezug auf sie und die drei 
durch den Punkt («i, a^» ^s) gehenden Graden der 
Eckpunkte beziehungsweise die Winkelhalbirungs- 
linien des Dreiecks Winkelhalbirungslin^en sind, 

(s* s' s' \ 
-^, -^j -^1, eines Satzes, der 

sofort aus der Formel 3. des 7. Abschnitts erhellt, wenn man 
die Verbindungslinien der Punkte (s^, Sg, Sj), («i, a^, ofg), 

-^, -^, -^1 z. B. mit dem Punkte (1, 0, 0) in der Form 

darstellt. Finander isogonal 



^8» ^^21, lOfg, Ofgl, 



Sg 8j 



«8 ' «2 



entsprechende Punkte sind z. B. der Höhenpunkt und das Cen- 
trum des umschriebenen Kreises; die Centra der ein- und an- 
geschriebenen Kreise entsprechen isogonal sich selbst ; den Punk- 
ten des umschriebenen Kreises entsprechen mit Ausnahme der 
Eckpunkte des Dreiecks isogonal die unendlich fernen Punkte. 
Die in analoger Weise einander isogonal entsprechenden Graden 
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fl»! Äg Q.3 



dar- 



sind dui'ch die Formen ja^, a^, a^\ und 

stellbar. 

In naher Beziehung zu dem Punkte (sj, s^, sj) — oder 
M^ — stehen besonders die Punkte 

( S, , Sj, Sg), (Sj , S, , 8j), (S, , 8j, S,), 

die wir M^, Mjj, Mg heissen. Aus den für sie geltenden Glei- 
chungen 



MiA* + Mj -+-A 

m;ä* -f M, + a 



2s!s!a, 



(— sj + 8j + 8j) («1 + a, + a«) 



2s;sja 



2 



(Sj - S| + Sj) («1 + «8 + «,) 

ergiebt sich M^ == — M^Aj = — MjA^, u. s. f. und damit, 
dass die Punkte M^, Mg, M^ die Durchschnittspunkte 
der durch die Eckpunkte des Dreiecks gehenden 
Graden (Tangenten) des umschriebenen Kreises sind; 
ihre Verbindungslinien mit den gegenüberliegenden Eckpunkten 
gehen durch den Punkt M^. 

Die Punkte Mj , Mg , M3 sind die Centra dreier Kreise, 
die einander in den »Eckpunkten des Dreiecks berühren, und 
also die Centra dreier Kreise, die einander und deren jeder 
zwei Seitenlinien eines bestimmten Dreiecks berühren, die 
Centra der drei sogenannten Malfattischen Kreise eines 
bestimmten Dreiecks. 

Zu allen vier Punkten M^, M^, Mg, Ms gelangt man in 
einfacher Weise durch den folgenden leicht beweisbaren Satz: 
Trägt man auf den durch einen Eckpunkt des Dreiecks gehen- 
den Seitenlinien vom Eckpunkte aus nach beiden Seiten hin 
wechselseitig die auf ihnen liegenden Seiten des Dreiecks ab, 
zieht durch die dadurch erhaltenen Punkte zu denselben Seiten- 
linien parallele Grade und verbindet deren Durchschnittspunkte 
mit einander durch Grade, so gehen die so erhaltenen zwei 
Graden durch jenen Eckpunkt, und die sämmtlichen in dieser 
Weise bestimmten sechs Graden der drei Eckpunkte gehen zu 
dreien durch die Punkte Mo, M^, M,, Mg. 

Zum Schluss bemerken wir mit einem Hinweis auf die 



) 
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Fonneln 3sJ + 3i;J ^ 4sJ + 8J cot A^ «= 4cr* + 8J cot ^^ 
= 2(sf H^ sj + sj) = 2 (cjj + aj + <tJ), u. s. f. und die For- 
mel 9. des 8. Abschnitts, dass die Punkte 

(sj, sj, sj), ((y;,crj, al) 
(cot Aj , cot Ag , cot Aj), (cot ^i, cot ^j , cot ^^) 

sammtlic|i auf einer Graden des Schwerpunkts liegen, und zwar 
so, dass dieser, zwischen den Punkten (sJ, sJ, sJ), (cot-r^j, 
cot^2> cot^^) und den Punkten (cjj, (j|, aj), (cotA^, cotA^^, 
cotAg) gelegen, von den Punkten (sJ, sJ, sJ), ((tJ, (tJ, aj) und 
den Punkten (cot Al, cotAg, cotA^), (cot^^, cot-^jj, cot^j) 
gleich weit und von den Punkten (sJ, sJ, sJ), (af , <tJ, aj) halbmsd 
so weit entfernt ist, als beziehungsweise von den Punkten 
(cot Al, cotAg, cot A3), (cot^i, cot^i^j, cot -^3). Von dem 
Höhenpunkte (cot A, cot A3, cot A3 cot Ai, cot A^ cot A 2) kann 
man hiemach durch Construction vermittelst des ihm reciprok- 
förmig entsprechenden Punktes (cot A^, cot A,, cot A3), des 
Schwerpunkts und des Punktes (cot^i^i, cot ^2, cot ^3) zu 
der diesem Punkte reciprokformig, dem Höhenpunkte dualistisch 
entsprechenden Graden Icot-rdf^ cot>i^3, cot ^3 cot ^4^^ cot-^^ 
cot -rdf 2 1 , und in umgekehrter Weise von dieser Graden zu jenem 
Punkte gelangen. 

10. Bezeichnen m^, mj, m^ die barycentrischen Coordi- 
naten des Punktes («j, «g, a^) und fi^^ fij, ^3 die der Graden 
1^1) ^2) ^dl ^^ Bezug auf das im 14. Abschnitte durch die 
Coordinaten seiner Eckpunkte und Seitenlinien gekennzeichnete 
Dreieck, so haben die im Eingang des 15. Abschnitts gegebenen 
und die diesen entsprechenden Gleichungen statt; sie nehmen 

eine elegantere Form an, wenn man für ; r^^-i , 

^ «11 +«12 +«13 

Jm^ _ Jv^3 . Jfix 

«21 + «22 +«23' «31 + «32 + «33' ^11 + »12 + »13* 

- — , ^^ , ^^ in ihnen a'i, a'2, a'3; 

*81 "r »22 + »23 »31 "T" »82 « »33 

"i 1 «2 j «3 ^d®^ «1 ? «2 ? «'s I »1 ? »2 » »3 setzt, und lau- 
ten dann 

^»'l=»ll«l + »12«2+»13«3? ^«'l==«ll»l+«12»2+«13»3 
^a'2=a2l«l+»22«2+»23«3» ^«'2 =«2 l»l + «2 2»2 +«2 3»8 
^»'3=»Sl«l + »32«2+»3d«8J ^«3=«3l»l+«32»2+«88»3 
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z/a^ =a^ 2« i+a» ««2+03 2^3, ^04 =ai aa\+ a^ 2a'24- «s 2»'3 
zia3=ai8a\+aj8a'8+a83a3, z/a3=ai8a\+a83a'a-t-a3 3a'3 

oder beziehungsweise 

^a^^ajittj+a^a^s+aagag, ^a'^^aj^ai + aggaa -f-ofjjaj 
^cc\—B.^^a^+a.^^a^+A^^a^, ^a's=a3iai +a8 8a2 + a8sa3 

JsLj^ =»1 la'i+aj la'jj+ag ,a'3, Ja^ =«1 1« i+aa i« 2+ «s i^s 

^aa=ai2a\+a2 2a%-f-a8aa'8,^a8=ai8a\+a22«2+«d2«3 
^a3 =ai ja'i+ag 3a'a+a3 3a'3, Ja^^a^ s«'i+a2 s« 2+«8 s^'s- 

Die Fonn dieser Gleichungen legt es nun nahe, die Grössen 
a\y a'g, a\ und a'^, a'j, a'g als die Coordinaten eines Punktes 
und einer Graden aufzufassen ; es sind alsdann durch sie Punkte 
und Grade zu einander in Beziehung gesetzt oder die Abhängig- 
keit zweier Systeme von Punkten und Graden in Bezug auf ein 
Dreieck gegeben. 

Die vier ersten Gruppen von Gleichungen weisen auf ein 
Entsprechen von Punkten mit Graden und von Graden mit 
Punkten, eine Beziehung, die als Reciprocität bezeichnet 
wird. Jedem Punkte des einen Systems entspricht eine Grade 
des andöm und jeder Graden des einen ein Punkt des andern; 
der Uebergang von dem ersten zum zweiten Systeme wird durch 
die zwei ersten und der Uebergang von dem zweiten zum ersten 
durch die zwei letzten jener vier Gruppen vermittelt. Die 
Punkte liegen auf den ihnen entsprechenden Graden und die 
Graden gehen durch die ihnen entsprechenden Punkte im All- 
gemeinen nicht; alle Punkte (a^, «3, «3), mögen sie dem einen 
oder dem andern Systeme angehören, die auf den ihnen ent- 
sprechenden Graden liegen, sind Punkte des Kegelschnitts 
»11«! + »28«! + a38aj'+ (a^g + a3jj) a8a3 

+ (»31 +ais)«3«l +{»12 +a2i)«i«2 =0 

und alle Graden {a^, a,, a3|, mögen sie dem einen oder dem 
andern Systeme angehören , die durch die ihnen entsprechenden 
Punkte gehen, Grade des Kegelschnitts 

«11»J + «2 2»S + «3 3»J + («2 3 + «32) »2»8 

+ («31 + «13) »3»1 + («12 + «21) »1»2 = 0, 

denn die erste dieser Gleichungen kann in -der Form (a^icr^ 
+ »i2«2 + ai3«3) «1 + = (^ ^öd (an«! + a^iOf^ 
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+ ^si^s) «1 H = und in analoger Weise auch die zweite 

dargestellt werden. 

Im Allgemeinen entspricht dem einer Graden entsprechen- 
den Punkte diese Grade und der einem Punkte entsprechenden 
Graden dieser Punkt nicht ; nur wenn die Indices der Grössen 
a und a — das eine zieht das andere nach sich — mit einander 
vertauscht werden können, ohne dass der Werth dieser Grössen 
dadurch geändert wird, nur dann findet dieses wechselseitige 
Entsprechen statt: jedem Punkte entspricht eine Grade und 
dieser Graden jener Punkt, und jeder Graden entspricht ein 
Punkt und diesem Punkte jene Grade. Dieses durch die zwei 
ersten oder die zwei letzten der vier ersten Gruppen, in denen 
alsdann die Strichelchen wegfallen, characterisirte Entsprechen 
wird, eine specielle Art der Reciprocität , als Polarreci- 
procität bezeichnet. Die Punkte («j^i «ai «s)i die auf den 
ihnen entsprechenden Graden liegen, und die Graden la^, a,, 
asi, die durch die ihnen entsprechenden Punkte gehen, sind 
Punkte und Grade eines Kegelschnitts, des in Punktcoordi- 
naten durch die Gleichung 

2^1 1«! + aa2«J + aas«! + Sagsö^ag + 29.^^ct^(x^ 

-|- 2ai ja^ag =0 

und in Linieucoordinaten durch die Gleichung 

+ 2ai2aia2=0 

dargestellten Kegelschnitts, da beide Gleichungen in der ge- 
meinschaftlichen Form 

ai«! + agOy H-^agaj == 

darstellbar sind. Die einem Punkte entsprechende Grade wird 
die Polare des Punktes und der einer Graden entsprechende 
Punkt der Pol der Graden in Bezug auf diesen Kegelschnitt 
genannt. 

Durch die vier letzten Gruppen dagegen wird ein Ent- 
sprechen von Punkten mit Punkten und von Graden mit Graden 
vermittelt. Jedem Punkte des einen Systems entspricht ein 
Punkt des andern und jeder Graden des einen eine Grade des 
aäidern; der üebergang von dem ersten zum zweiten Systeme 
geschieht vermittelst der zwei ersten und der üebergang von 
dem zweiten zum ersten vermittelst der zwei letzten jener vier 

Schendel, Elemente der anal. Geom, 4 
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Gruppen. Den Graden eines Punktes entsprechen die Graden 
des ihm entsprechenden Punktes und den Punkten einer Gra- 
den die Punkte der ihr entsprechenden Graden. Diese Be- 
ziehung zwischen Punkten und Graden wird als Collinear- 
verwandtschaft bezeichnet. 

Die vier letzten Gruppen sind aber noch in einer andern 
Beziehung von Bedeutung, indem sie nämlich zur Beantwortung 
der Frage nach den die in Bezug auf zwei Dreiecke als Funda- 
mentaldreiecke gegebenen Goordinaten eines Punktes und einer 
Graden verbindenden Relationen oder zur Erledigung der soge- 
nannten Goordinatentransformation führen. Die Grössen 
a 1, a'j, a\ und ä'^, a'j, a'3 sind die Goordinaten des Punktes 
(cfj, a,, (Xg) und der Graden ja^, a^, agj in Bezug auf das 
durch die Punkte 

(^111 ^12» ^is)? (^211 ^2 2» ^23)» (^31» ^3 2? ^33) 

und die Graden 

rill ^125 ^13h 1^211 ^22» *2Sn 1^31? ^329 ^3sl 

gegebene Dreieck, wenn dieses als Fundamentaldreieck auf- 
gefasst wird, und die vier letzten Gruppen von Gleichungen 
geben den Zusammenhang zwischen den in Bezug kuf das Funda- 
mcntaldreieck und den in Bezug auf dieses auch als Funda- 
mentaldreieck aufgefasste, durch die Goordinaten seiner Eck- 
punkte und Seitenlinien gegebene Dreieck genommenen Goordi- 
naten eines Punktes und einer Graden, sofern, was stets be- 
wirkt werden kann, die Goordinaten der Eckpunkte dieses 
Dreiecks der Relation 

«11 +«12 +«13 =«21 +«22 +«23 =«31 +«32 +«3 3 

oder die Goordinaten seiner Seitenlinien der Relation 

*! 1 + *2 1 +^81 =^ ^1 2 + *2 2 + ^8 2^^^ ^1 8 +^2 8 +^3 8 

— die eine zieht die andere nach sich — genügen. Denn unter 
dieser Bedingung , das brauchen wir zur Bestätigung dessen nur 
anzuführen, sind die Grössen a\, «g, «3 proportional den 
barycentrischen Goordinaten des Punktes (a^, a^, 0^3) in Bezug 
auf das in Rede stehende Dreieck und also, wie aus dem Um- 
stände, dass die Goordinaten eines Punktes seine barycentrischen 
Goordinaten in Bezug auf das Fundamentaldreieck sind, ge- 
schlossen werden muss , die Goordinaten des Punktes in Bezug 
auf jenes Dreieck, wofern em Punkt, der der Schwerpunkt von 



Der Schwerpunkt and der Kreis etc. 51 

PuD&ten ist, bei einer LagenycräDderung des Fandamentaldrei- 
ecks es auch bleibt, was in der That der Fall ist, weil der 
Schwerpunkt von der Lage, der unendlich fernen Graden ab- 
hängig ist und diese, da es für uns in der Ebene nur eine 
einzige unendlich ferne Grade giebt, bei einer Lagen- 
veränderung des Fundamentaldreiecks sich nicht ändert. Uebri- 
gens erkennt man leicht, dass ohne die obige einschränkende 
Relation der Zusammenhang zwischen den beiden Coordiuaten- 
systemen durch dieselben Gleichungen gegeben ist, wenn in 

ihnen a\, a\, a\ durch ^^ü+l^-dl-« i » , ?«» + «» + «»» , 

«81 -r 0^82 ~r «3 j. (jividirt und a'^, a'j, a', mit denselben Grös- 
sen multplicirt gedacht wird. 

Beachtenswerth ist an dieser Stelle die Bemerkung, dass 
eine Grade, die die Schwerlinie von Graden ist, bei einer Lagen- 
veränderung des Fundamentaldreiecks es im Allgemeinen nicht 
bleibt, weil die Schwerlinie von der Lage des endlich fernen 
Punktes abhängig ist und diese sich bei einer Lagenveränderung 
des Fundamentaldreiecks im Allgemeinen ändert. Dieunend- 
lieh ferne Grade ist eine feste Grade, der endlich 
ferne Punkt ein willkürlicher Punkt; dies ist das 
Einzige, das in gewisser Beziehung die Dualität 
zwischen Punkt und Grade stört, und begründet in 
der Natur dieser Elementargebilde: der Punkt hat 
keine, die Grade eine Ausdehnung. 

SO. Nach der Formel 8. des 8. Abschnitts besteht zwi- 
schen den Entfernungen des Punktes (a^, a^, a^) oder A von 
dem Punkte (a\^ <x\^ «3) oder A' und dem Punkte (x, x') oder 
B die Belation 

X {a\ + a\ + a'3) . AA' = (x («^ + «^ + «3) 

+ X («',+«',+ «'3)) AB 

mid also zwischen den Entfernungen des Punktes A von dem 
Punkte k' und dem Durchschnittspunkte B der Verbindungs- 
linie dieser Punkte und der Graden la^ , a, , agj die Belation 

AA[ ^ _ a^g 1 + 2i^a\ + 9i^cc\ «1 + «g + «s r ^ 
AB " ai«! -h agOfg + agCKg a\ -+- <x\ + a\ 

Bedeuten daher jw\, ^'g, - - constante Grössen, A^, A2, - - die 

4* 
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Durchscbnittspunkte irgend einer beliebigen , sagen wir , durch 
den beliebigen Punkt (a\, a\^ a\) gehenden Graden des Punk- 
tes Ao oder (a^, «,, a^) und der Graden A^^ A^^ - - oder 

i^iii ^181 &isl) l^si) ^8 2) ^ssl) ~ ~ ^^^ ^ den Durchschnitts- 
punkt derselben Graden und der Graden A oder 

^ 1^11 j ^ 2^8 1 I 

^11«! + aia«8 + ai3«3 »21«! + a22«2 + a»3«8 ' 

i^l*12 I f^ 2^22 I 



^11^1 "T" *12^2 « *13^3 ^21^1 « ^82^2 « ^2 3^3 

f^l*13 1 /^2*2 8 



so hat offenbar die Gleichung 

l^\ j^ ^2 _| ^ m'i + A^'2 H 

AqA^ AqAj a^a 

statt Die Summe der mit den Coefficienten ii\^ (x\^ -- 
versehenen reciproken Entfernungen des Punktes 
Ao von den auf den Graden A^^ A^^ -- durch eine 
jede Grade desselben bestimmten Punkten ist also 
gleich der mit dem Coefficienten fx\ + ii\'\ ver- 
sehenen reciproken Entfernung des Punktes von 
dem durch dieselbe Grade auf der nur von der Lage' 
des Punktes und der Graden und den Coefficienten 
abhängigen Graden A bestimmten Punkte. Wir 
nennen diese Grade A die Centrale der mittleren reci- 
proken Entfernungen des Punktes Aq von den Gra- 
den ii\ . -^1, /i'g . A^ , - - . Sie ist die Schwerlinie der 
Graden fx^ .A^ , fi^ . A^^ - -, wenn die Verhältnisse fx\ : jUi, 
i^ j • i"2 9 " " proportional sind den Parallelabständen der Graden 
A^y A^^ - - von dem Punkte Ao in Bezug auf jeden beliebigen 
Punkt. Insbesondere ist die Centrale der mittleren reci- 
proken Entfernungen des endlich fernen Punktes 
von den Graden fx^.A^^ fi^.A^^ -- die Schwerlinie 
dieser Graden. 

Im Allgemeinen kann natürlich jede Grade als Centrale 
der mittleren reciproken Entfernungen eines Punktes von ge- 
gebenen Graden angesehen werden , wenn diesen geeignete Coef- 
ficienten beigelegt werden. So ist die Grade la^, a^, ajl die 
Centrale der mittleren reciproken Entfernungen des Punktes 
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(«19 ^21 ^s) ^^^ ^^^ FundamentaHinieD, wenn, und nur dann, 
wenn diesen die Coefficienten ajCfi, a^ag, agög beigelegt wer- 
den, und es gilt darnach für sie die Gleichung 

B.^a^ a^gg Si^a^ .^ ai«^ + agOgg + aga g 

AqAj^ A^Ag A^Aj AqA 

31. Der Flächeninhalt des durch die Punkte 

(«11, 0^12» ^laJt («2H «2 2 1 «2 3/5 («81» ^S«> «33/ 

und die Graden 



1^11» ^121 ^IsU 1^21» *22> ^231» 1*31» *3«» *33l 

bestimmten (realen) Dreiecks wird in von selbst erhellender 
Weise gefunden als gegeben durch den Ausdruck 
—J^J 

(«11 + «12 + «is) (««1 + «2» + «23) («31 + «82 + «38)' 

in dem, falls man den absoluten Flächeninhalt haben will, der 
Determinante — J^ noch das Vorzeichen des Nenners vorzu- 
setzen ist. Und das wird stets zu geschehen haben , ^enn man 
es nur mit einer Dreiecksfläche zu thun hat, weil es sich dann 
nur uip die absolute Grösse derselben handeln kann. Kommen 
aber mehrere Df eiecksflächen in Betracht, so müssen ihnen Vor- 
zeichen beigelegt werden. Wir bezeichnen dazu die drei Punkte 
durch Ai , Ag , A3 und die durch sie in dieser Reihenfolge 
bestimmte Dreiecksfläche mit Rücksicht auf das Vorzeichen 
durch AjAgAg, setzen 

A A A = -^^J 

^ ^ * («ll+«12+«13)(«21 + «22 + «23)(«31+«32+«83) 

und behaupten : Die Dreiecksfläche A^AgA^ ist positiv 
oder negativ, je nachdem die Grade A^Ag durch 
Drehung in der im 5. Abschnitte bestimmten Rich- 
tung um den Punkt A^ bis zur Deckung mit der Gra- 
den AjAg den Dreieckswinkel Aj überstreicht, oder 
nicht 

Die Richtigkeit dieser Behauptung , nach der die Dreiecks- 
flächen 

A^AgAg, AgAgA^, AgAj^Ag 

und ebenso die Dreiecksflächen 

AjAgAg, AgA^Ag, AgAgA]^ 

auch hinsichtlich des Vorzeichens einander gleich, hingegen 
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aber die drei ersten den drei letzten entgegengesetzt gleich 
sind, erhellt unmittelbar aus einer Gleichung, die sich ergiebt, 
wenn man bemerkt, dass nach der Formel 7. des 8. Abschnitts 

== J^ (sjaj, + 28,85 cös Ata^^ata ) 

(«»1 + «3« + «33)* («11 + «18 + «13)* • AjAJ 

= z/» (sjajj H 2ss,S8 cos Aia,^,., ) 

(«11 + «18 + «13)* («81 + «88 + «83)* • AiAj 

= J^ (sjaj, -I 2s,S3 cos Aia3aa3 3 ) 

und somit, da die Relationen 

al. («81 + «88 + «f 3)* + Kx («31 + «38 + 033)* 

— a?l («11 +«12 +«is)* == 

— Sagiagi («81 + «88 + «83) («81 +«38 +«33) 

+ ^* — 2z/«aji («11 +«12 +«13) 

a88a23(«81+«88+«83)*+a88a38(«81+«38+«8s)* 

— »18^13 («11 +«18 +«is)* = 

— (a88a33+a88a38)(«8 1+«88 + «8 3)(«31+«88+«38) 

4-^4 _ ^8 (a^^ +ai3)(aii +«12 +«13) 
u. s. f. bestehen, 

A. o A. \ • A. \ A o COS A « — — 

^8 ^ s'a^iagi "t S2S3 cos Ai (^8 8^8 3 + ^83^32) "" — 

'(«ll+«18+«13)n«8 1+«Ä2+«8 3X«31+«S2+«3 3)' 

andererseits aber, wenn der von den Graden A1A3 und A^Aj 
gebildete Winkel durch A'j bezeichnet wird, 

COSA' ^1^21^81 H ^2^3 CQS Ai (a2 2a2 3 +^23^32) ' 

y(s?äfrH 2SjS3CosAia2,a33 )(staj, +- 

^8^83 cos A3LÄ3 2a3 3 --) 



■/VaAi • ixii\2 """" 



^»y(8jaj^ H 2s2S3CosAias,2as3 — --) 

(^1^31 "t" ^82^3 ^^ A^a3 2a8 3 -— * -) 

(«11 +«12 +«13)* («21 +«22 +«2s) 
(«31 +«82 +«33) 

— den Quadratwurzeln sind hierin die Vorzeichen der Grössen 

^ («11 + «12 + «13) ™d («21 + «22 + «23) (^81 + «82 

+ «33) beizulegen — und folglich, wenn b das Vorzeichen der 

Grösse — ^^(an+«12 + ai3) («81 + «22+«83) («81 + «S2 



«.jV^^J^ 
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-1- «33) oder also das VorzeicheD der Dreiecksflädie AjA^sAj 
bedeutet, 

«AgAi . AjAg cos A'i = 
^2 ^ s^ag ia3 1 -| SgSg cos A^ (ag gag 3 -r ^2 s^s 2) 

'(«ll+ai2+«13)Ma2 1+«22+«23)(«8 1+aS2+«83) 

ist, und also lautet: 

. cos Ai = € cos A'^; 

Für vier Punkte A, A^, Aj, A3 besteht darnach die Relation 

A1A5JA3 -p ■A.2AA3 + AsAAj^ -f- Aj^AAj = U 

oder 

A.^A.2-^^ = AuAgAs ~T" AA3A]^ -f" AAj^Ag. 

Sind insbesondere A^, A^, A3 die Fundamentälpunkte und der 
Punkt A gegeben durch die Form (a^, a^, «3), so ist 

AA2A3 === cc^ , AA3A^ = Cg , AAj^Ag ^* 0^3 

AjAgAg = «1 + «2 + «3; 
man kann demgemäss nach dem 16. Abschnitte die den am 
Ende des 13. gegebenen entsprechenden Gleichungen 

^Y~ A.-*A.Aa • XA.3^3 ■ \J 

AJA2A3 • ÜlAq ~f" Ag AA3 • A|^A0 ~T~ A3AA1 . AgA^ 

-f- A^ AAg . A3A0 = U 

2 I A A A "Ä r2 , A A A 1 Ä"2 



"T" Aj^AAg • A3AQ -f- A-|^A2A3 • A '^ v 

AnAAf • Af AAct ■ ^Q*^a I ' A« A A a • AaAAo • AaA« I AaAAq • AnAA^ • A^A 



12 8 



8 

8 

8 



aufstellen; für den Fall, dass der Punkt A auf dem durch die 
Punkte Ai, Ag, A3 gehenden Kreise liegt, ergiebt sich aus 
ihnen, weil dann in Folge des Satzes von der Gleichheit der 
Peripheriewinkel die Dreiecksflächen 

■^l"'*2-"'8i "■2'"^S' '"■3-""^ll AjAAg, 

absolut genommen, den Grössen 

AaA.a • A.^A.-t • jCV^^u , .£31001.3 • jn.3.3. • jrVAa , XXXX3 • A.oA.'f m xXi xX, 

proportional sind, der folgende Satz: Zwischen vier Punkten 
eines Kreises A, A^, Ag, A3 bestehen die Relationen 



56 Zweites KftpiteL 

~y" JvJ\.a • A.aA.« > A.4 A. • A.a A. a ~|~ xXa ZX • JvÄ-j^ • A.4 XXq • xXgA. g SSS \J 

xXuA.g • A.«A.« • A.| J\.a • A.A.Q ~f~ ^Xa-Ao • XXoxX • JvA.a • A.4XX.Q 
•"T" Ana • Aj» A j • Ati A • AaAn "{ AaA • AA« • A^A^ • AgA0 ^^^ V/j 

vorausgesetzt, dass den in ihnen als Coefficienten auftretenden 
Producten die Vorzeichen der Dreiecksflächen A^A^Ag, A^AAg, 
A3AA1, AjAAj beigelegt werden. Die zweite Relation ent- 
hält als speciellen Fall — die Annahme des beliebigen Punktes 
Aq als zusammenfallend mit dem Punkte A führt auf ihn — 
den Ptolemäischen Satz: Zwischen vier Punkten eines 
Kreises A, A^, Ag, A3 besteht die Relation 

AA|^ • AaAo ~| AAji • AaA|^ "t" """"S • ■'t-1'**"2 ^^^^ ' 

vorausgesetzt, dass den Producten die Vorzeichen der Dreiecke 
A2AA3, A3AA1, AjAAg beigelegt werden. 
Den entsprechenden Ausdruck 

— J^J 



11 "H^ia 1^1 3) (^21 « *2 2 "1 ^23) (*31 "H *8 2 "T" ^»3/ 

bezeichnen wir als den Flächeninhalt des durch jene Punkte 
und jene Graden bestimmten idealen Dreiecks. 

Durch drei Punkte oder drei Grade werden ein reales 
Dreieck und ein ideales Dreieck oder vielmehr unend- 
lich viele ideale Dreiecke bestimmt, da das ideale Dreieck 
von der Lage des endlich fernen Punktes des Cpordinaten- 
systems abhängig ist. Das reale Dreieck ist von der Lage der 
festen unendlich fernen Graden abhängig; aus diesem Grunde 
gelten alle Sätze, die als für das (reale) Fundamentaldreieck 
bestehend nachgewieäen werden, zugleich auch für jedes be- 
liebige Dreieck, und dem Prinzip der Dualität gemäss die ent- 
sprechenden Sätze für alle idealen Dreiecke. Man kann die 
Eigenschaften eines Dreiecks scheiden in Eigenschaften des 
realen Dreiecks und in Eigenschaften der idealen Dreiecke, 
und es empfiehlt sich , die beim Dreieck vorkommenden üb- 
lichen Bezeichnungen auf das ideale Dreieck zu übertragen. 
Die am Ende des 11. Abschnitts gegebenen Sätze z. B. kann 
man dann darstellen in der kürzeren — wir geben sie zugleich 
auch in der zulässigen allgemeineren — Fassung: 

Die Höhenlinien des realen Dreiecks schneiden sich in 
einem Punkte. 
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Die Höhenpunkte der idealen Dreiecke liegen auf je einer 
Graden. 

Die Grössen a^, a^, «^s, -^i, -^2, ^s sind als die Seiten 
und Winkel eines durch die Fundamentalpunkte und -linien be- 
stinimten idealen Fundamentaldreiecks anzusehen. ' 
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Das BoppelverhältnisB. Merkwürdige Punkte der Graden. 



Werden durch A, A', B, C die vier Punkte («i, «j, 

«3)» («'1» «2? ^\)^ (^ ^')i (^1 ^') bezeichnet, so beseht, wie 
aus der Gleichung 10. des 8. Abschnitts unmittelbar hervorgeht, 
die Gleichung 

AB AC_^ X 
A'B"A'C~r-x" 

und eben dieselbe Gleichung hat offenbar auch statt, wenn unter 
A, A', B, C die vier Graden |ai, a,, ag], |a\, a'g, a'jl, |)t, x'|, 
|A, X'\ verstanden werden. Man nennt, je nachdem von Punkten 
oder von Graden die Rede ist, den Quotienten 

AB AC 
A'BA'C 

dessen analytischer Ausdruck p : - ist und der sich auch zu- 
folge der Gleichung 6. des 7. Abschnitts, je nachdem er positiv 
oder negativ ist, durch das positiv oder negativ genommene 
Sinusverb ältniss 

sin AB ^ sin AC 
smTB'sETC 

darstellen lässt, das Doppelverhältniss der vier Punkte 
odqr der vier. Graden A, A', B, C; wir bezeichnen es durch 

(AA'BC), lAATBCI. 

Wenn das Doppelverhältniss der negativen Einheit gleich 
ist, dann heissen die vier Punkte harmonische Punkte und 
die vier Grade harmonische Grade; es sind in Ueberein- 
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Stimmung mit dem im 13. Abschnitte darüber Gesagten die 
Punkte 

(«o «2 1 «3)1 («11 ««1 ö's)» C-^» ^')i (»> — ^') 
vier hannoniscfae Punkte und die Graden 

vier harmonische Grade. Es besteht zwischen ihnen die Be- 
ziehung, dass die durch Tier harmonische Punkte 
gehenden Graden eines jeden Punktes harmonische 
Grade und die auf vier harmonischen Graden liegen- 
den Punkte einer jeden Graden harmonische Punkte 
sind. Sie ergiebt sich aus den folgenden Sätzen: 

Die durch vier Punkte einer Graden gehenden 
vier Graden eines jeden Punktes haben dasselbe 
Doppelverhältniss, wie jene vier Punkte. 

Die auf^ vier Graden eines Punktes liegenden 
vier Punkte einer jeden Graden haben dasselbe 
Doppelverhältniss, wie jene vier Graden, 
deren Richtigkeit unmittelbar aus den Formen der Verbindungs- 
linien der vier Punkte mit einem beliebigen Punkte und der 
Durchschnittspunkte der vier Graden mit einer beliebigen Gra- 
den erhellt. 

23. Für die vier harmonischen Punkte A, A', B, G oder 

(«i> «2» «s)» («1» «ti «'ß)? (^1 ^') (^> — *»') bestehen die sie 
characterisirenden Gleichungen 

AB AC _ j_ . sin AB sin A C . 

A'B-A'C~ ' sinATB'sETC""^ 
Man nennt jede zwei Punkte 

(x, x'), (x, — X-) 
der Verbindungslinie der Punkte 

(«1» «21 «3)» («11 «21 «3)1 
die wir als die harmonischen Hauptpunkte bezeichnen, 

harmonisch conjugirte Punkte in Bezug auf sie. Zu 
einem jeden Punkte der Graden kann nur ein einziger — der 
vierte harmonische — Punkt angegeben werden, der ihm 
in Bezug auf sie harmonisch conjugirt ist. Und weiter erhellt 
aus der ersten der oben gegebenen Gleichungen unmittelbar, 
dass jede zwei harmonisch conjugirte Punkte durch die har- 
monischen Hauptpunkte von einander getrennt werden. Nur 
in zwei Fällen fallen zwei conjugirte Punkte zusammen. Ein 
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jeder der harmonischen Hauptpunkte ist n&mlich sich selbst 
harmonisch conjugirt, denn der Punkt (o^, o,, a^) ist durch 
(1, 0), der Punkt (a\, «,, a^j durch (0, 1) darsteUbar. 

Die Mittelpunkte und die Winkelhalbirungs- 
punkte der Graden in Bezug auf die harmonischen 
Hauptpunkte sind je zwei harmonisch 'conjugirte 
Punkte, denn sie sind durch die Formen 

dargestellt, wenn beziehungsweise 

l — a\ +a\ 4-of'3, X'a=ai + «» + «3; 

» 

A== 'yala\ H 2a, (Tg cos A^tt ^ol ^ , 



^' = y(rjaf H 2a ^o^ cos -^la^aj 

angenommen wird. Wir bezeichnen den innem Mittelpunkt und 
einen jeden der Winkelhalbirungspunkte durch M; werden dann 
zwei Punkte (x, x'), Qu, ^') durch B, C bezeichnet, so bestehen 
nach den Formeln 11. Und 2. die Gleichungen 
(xX' + U) MB = (x;L' — U) MA 
{jliX + V') MC = — {}iV — V) MA' 
und 

(xA' + Xx') tg MB = (x;i' — ;ix') tgMA 
(^r + V) tgMC = — (liV — V) tgMA', 
und wir ersehen daraus, dass für jede zwei harmonisch con- 
jugirte Punkte B, C in Bezug auf die harmonischen Haupt- 
punkte A, A', und nur für solche allein, die Relationen 

MB . MC = — MA . MA' = + MÄ* = + MA'* 
tgMB tgMC = — tgMA tgMA' = + tg« MA = -f- tg« MA' 

statthaben. 

Yon allen harmonisch conjugirten Punkten sind 
nur zwei, die Winkelhalbirungspunkte, zueinander 
senkrecht; denn die Bedingung, unter welcher die Punkte 
(x, x'), (x, — x') zu einander senkrecht sind, ist 

(ajaj H — 2g ^a^ cos-^^agög ) x* 

— (G\a\ H 2g ^a^ cos A^a\a\ — - -) x'« = 0. 

Nur, wenn 

G\a\ H 20^0^ cos A^a^a^ = 

G\a\ H 2(Ta(r3 c.Q^A^ß\a\ = 

ist, d. h. wenn von den harmonischen Hauptpunkten jeder auf 
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sieb selbst senkrecbt ist, nur dann sind nicht blos zwei, sondern 
jede zwei harmonisch conjugirte Punkte zu einander senkrecht. 

Die harmonischen Hauptpunkte sind in Bezug auf jede zwei 
harmonisch conjugirte Punkte harmonisch conji^irte Punkte, 
denn es ist (AA'BC) = (BCAA'). Weil sie demnach auch in 
Bezug auf ihre (zu einander senkrechten) Winkelhalbirungs- 
punkte harmonisch conjugirt sind, so werden, wenn die har- 
monischen Hauptpunkte zu einander senkrecht sind, durch sie 
die Winkel jeder zwei harmonisch conjugirter Punkte halbirt. 

Diese Sätze sprechen wir in anderer Weise, indem wir sie 
zugleich ergänzen, folgendermassen aus: 

Es giebt im Allgemeinen 2 harmonisch conjugirte Punkte, 
welche in Bezug auf die harmonischen Hauptpunkte, und 
harmonisch conjugirte Punkte , in Bezug auf welche die harmo- 
nischen Hauptpunkte Winkelhalbirungspunkte sind; nur dann 
giebt ea unendlich viele harmonisch conjugirte Punkte von der 
ersten Eigenschaft, wenn jeder der harmonischen Hauptpunkte 
auf sich selbst senkrecht ist, von der zweiten Eigenschaft, wenn 
von den harmonischen Hauptpunkten eiiier auf dem andern senk- 
recht ist, und von beiden Eigenschaften zugleich, wenn beides 
der Fall ist, d. i. wenn die harmonischen Hauptpunkte mit dem 
endlich fernen Punkte zusammenfallen. 

Diesem Satze kann zur Seite gestellt werden der nach- 
stehende Satz, dessen Bestehen leicht erhellt, wenn man be- 
merkt, dass, wenn die harmonischen Hauptpunkte in 
einen Punkt zusammenfallen, dieser Punkt und jeder 
beliebige andere immer zwei harmonisch conjugirte 
Punkte sind. Er lautet: 

Es giebt im Allgemeinen 2 harmonisch conjugirte Punkte, 
welche in Bezug auf die harmonischen Hauptpunkte, und 
harmonisch conjugirte Punkte, in Bezug auf welche die har- 
monischen Hauptpunkte Mittelpunkte sind; nur dann giebt es 
unendlich viele harmonisch conjugirte Punkte von der ersten 
Eigenschaft, wenn die harmonischen Hauptpunkte in einen zu^ 
sammenfallen, von der zweiten Eigenschaft, wenn der eine der 
harmonischen Hauptpunkte auf der unendlich fernen Graden 
liegt, und von beiden Eigenschaften zugleich, wenn beides der 
Fall ist, d. i. wenn die harmonischei? Hauptpunkte in einen 
Punkt der unendlich fernen Graden zusammenfallen. 
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94. Wir wissen, dass alle Graden und alle Punkte, durch 
deren Coordinaten beziehungsweise die Gleichungen 

sjaj -\ 2S2S8 cos A^a^aj — - - == 

cyjaj H 20^0^ cos ^^a^^cc^ = 

erjRült werden , auf sich selbst senkrecht sind. Diese Gleichun- 
gen lassen ihre Anzahl als eine unendliche erscheinen ; trotzdem 
geht aus dem Wesen der Orthogonalität hervor, dass unter 
allen Graden und Punkten der Ebene nur die unendlich ferne 
Grade und der endlich ferne Punkt jene Eigenschaft haben 
können. Dieser Umstand zeigt, worauf auch schon verschiedene 
andere Anzeichen hindeuteten, dass in der Ebene Grade und 
Punkte existiren müssen, die sich unserer Wahrnehmung ent- 
ziehen. Eine jede Grade und ein jeder Punkt hat reelle Coor- 
dinaten, und eine jede durch reelle Coordinaten gegebene Grade 
und ein jeder durch reelle Coordinaten gegebener Punkt kann 
in der Ebene aufgefunden werden. Die unserer Wahrnehmung 
sich entziehenden Graden und Punkte können daher nicht reelle 
Coordinaten besitzen, sie müssen, sämmtlich oder wenigstens 
zum Theil, imaginäre Grössen zu Coordinaten haben; — man 
nennt sie daher zum Unterschiede von den bisher nur in Be- 
tracht gekommenen, den sogenannten reellen Graden und 
Punkten imaginäre Grade und Punkte. Die Einführung 
und Aufnahme dieser imaginären Graden und Punkte , , die 
gleichsam verdeckt in der Ebene liegen, in die analytische Geo- 
metrie erweist sich in der Folge als von der grössten Wichtig- 
keit und Bedeutung; sie ist unabweislich. Wir setzen sie aus 
innerer Nothwendigkeit als gleichberechtigt mit den reellen 
Graden und Punkten voraus und nehmen so an, dass auch für 
sie die entwickelten Grundformeln der analytischen Geometrie 
Geltung haben. 

Ä5. Derjenige Punkt, welcher dem auf der Verbindungs- 
linie der Punkte (^t, fi)^ (v^ v) liegenden Punkte (x, x') in Be- 
zug auf sie harmonisch conjugirt ist, ist durch die Form 

(x {{iv + ^itO — 2jt7«v, 2x^V — x' (|u/ + vjii')) 

gegeben; denn während sich der Punkt (x, x') in Bezug auf 
sie durch die Form 

((x/ — yyC) II — (x^' — im') y, (x/ — rx') 11 — (xft' — fix') v) 

darstellen lässt, ist er durch die Form 
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((xy' — wtO /u + (x// — luxO V , (xy' — r/) fi' + {%// — ^xO y') 
darstellbar. 

Aus der gegebenen Form erhellt, dass in Bezug auf die 
Punkte 

die Punkte 

(x, x'), (x;i«, xr») 

(x, — x), (x'A«, — xA'«) 

je zwei harmonisch conjugirte Punkte sind. Diese Punkte stehen 
in einer merkwürdigen Beziehung zu einander. Setzen wir 
nämlich 

^=« ^^ ^ = + a + ya« — 1, so ist für 

~== , ^, = — a — ya* — 1, 

^ iÖJ'^T a + V^-l. 

und man sieht, dass die Formen der vier Punkte aus der 
Gleichung 

'ß-. + Vir-i . 

für einen bestimmten Werth von a^ hervorgehen. 

Jedem Werthe von a* entsprechen im Allgemeinen vier 
Punkte, dem positiven Werthe von a zwei und dem negativen 
auch zwei. Wir nennen die ersteren hyperbolische, die 
letzteren elliptische Punkte. Es giebt im Allgemeinen 
stets zwei hyperbolische und zwei elliptische einem Werthe 
von a* entsprechende Punkte; nur dem Werthe a* == 1 entr 
spricht ein hyperbolischer und ein elliptischer Punkt 

(^, r), a, -n 

Wir nennen den einen einen cyclisch-hyperbolischen 
und den andern einen cyclisch-elliptischen Punkt und 
beide zusammen die cyclischen oder Hauptpunkte. Hy- 
perbolisch und elliptisch zugleich sind die den Werthen a* =»00 
und a* = entsprechenden Punkte 
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(1, 0), (0, 1) 

(A, tX'), (A, — iX% 

Wir bezeichnen sie als parabolische Punkte und nennen 
in üebereinstimmung mit der im 23. Abschnitte eingefllhrten 
Benennung die ersten zwei die harmonischen Haupt^ 
punkte, die beiden letzten aber die anharmonischen 
Hauptpunkte. 

Die hyperbolischen Punkte und ebenso die elliptischen 
Punkte eines Weiches von a* sind harmonisch conjugirte Punkte 
in Bezug auf die Hauptpunkte. Ferner sind offenbar von d^n 
einem Werthe von a* entsprechenden Punkten die Punkte 

(x, x'), (x, —X) 

(xl«, xA'«), (x'A«, — x;l'«) 
in Bezug auf die harmonischen Hauptpunkte und die Punkte 

(x, x'), (x'A*, — xA'*) 
(x, — x'), (x'A*, xA'*) 

in Bezug auf die anharmonischen Hauptpunkte, also immer ein 
hyperbolischer und ein elliptischer Punkt, harmonisch conju- 
girte Punkte. 

Hiemach liegt es nun nahe, zwei Punkte von der Form 

(x, x'), (>t'X*, — xA'*) 
anharmonisch conjugirte Punkte in Bezug auf die 
Punkte (1, 0), (0, 1) und in Rücksicht auf die Punkte (;i, 1% 
(i, — X') zu nennen. In Bezug auf die Punkte {X, tA'), (A, — tX') 
sind dann die Punkte (x, x'), (x, — x') anharmonisch conjugirte 
Pankte ; denn da die Punkte (X, XX (A, — X') in Bezug auf die 
Punkte {X\ tX'), (X, — iX') durch die Formen (1, c)\ (1, — t)' 
und der Punkt (x, x') durch die Form (mÜ + x'i, r/X' — xX)' 
dargestellt sind, so ist der diesem anharmonisch conjugirte 
Punkt der Punkt (txA' — x'A, txA' + x'X)' oder also der Punkt 
()t, — x'). Damach sind von den einem Werthe von a* ent- 
sprechenden Punkten die Punkte 

(x, x'), (x, — x') 

(x'A*, xX'^), (x'X*, — x^'*) 

in Bezug auf die anharmonischen Hauptpunkte und die Punkte 

(X, x'), (Jt'^S — xr«) 
(X, — x'), (xX«, xA'«) 

in Bezug auf die hannonischen Hauptpunkte, also immer ein 



r. 
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hyperbolischer und ein elliptischer Punkt, anharmonisch con- 
jugirte Punkte. 

Jede zwei Punkte, die in Bezug auf , die harmo- 
nischen Hauptpunkte harmonisch oder anharmo- 
nisch conjugirte Punkte .sind, sind demnach in Be- 
zug auf die anharmonischen Hauptpunkte anhar- 
monisch oder harmonisch conjugirte Punkte, und 
umgekehrt 

Die harmonischen und anharmonischen Hauptpunkte sind 
in Bezug auf die anharmonischen resp. harmonischen harmo- 
nisch und in Bezug auf die harmonischen resp. anharmonischen 
Hauptpunkte anharmonisch conjugirt. Ein jeder harmonische 
und anharmonische Hauptpunkt ist sich selbst harmonisch in 
Be^ug auf die harmonischen resp. anharmonischen und anhar- 
monisch conjugirt in Bezug auf die anharmonischen resp. har- 
monischen Hauptpunkte. 

In Bezug auf die Hauptpunkte sind sowohl die haimo- 
nischen, als auch anharmonischen Hauptpunkte harmonisch con- 
jugirt; die Hauptpunkte sind harmonisch und zugleich auch an- 
harmonisch conjugirt in Bezug auf die harmonischen und an- 
harmonischen Hauptpunkte. 

26. Von besonderer Wichtigkeit sind die beiden Fälle, 
in denen die Hauptpunkte die Mittelpunkte und Winkelhalbi- 
rungspunkte in Bezug auf die harmonischen Hauptpunkte sind. 

In dem ersten Falle sind die Hauptpunkte, wie in 
Bezug auf die harmonischen, so auch in Bezug auf die an- 
harmonischen Hauptpunkte, überhaupt in Bezug auf die 
zwei hyperbolischen und zwei elliptischen Punkte 
eines jeden Werthes von a* Mittelpunkte der Gra- 
den, denn in Bezug auf die cyclischen Punkte sind sowohl die 
parabolischen, als auch die hyperbolischen und elliptischen 
Punkte harmonisch conjugirte Punkte. 

Wir bezeichnen denjenigen Hauptpunkt, welcher der innere 
Mittelpunkt ist, durch M, die harmonischen und anharmoni- 
schen Hauptpunkte durch Aj , A.\; A, , A', und irgend einen 
Punkt der Graden (/i, jw') durch B; dann besteht, wenn 

l = a\ + a 2 + a\ , l' = a^ + a^ + a^ 
gesetzt wird, die Gleichung 

(^r + (il) MB = (^r — fil) MAi , 
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sie führt in Folge der leicht erhellenden Gleichungen 

9a— ^^'-U^*'^ (Af^Liii'^)* _ 9« 4- 9 

auf die Relationen 

(a + 1) MB* = (a — 1) MAj = (a — 1) MA'J 

MÄJ + MÄJ = 0, MÄ'J + MT; = 
MAj . MA\ + MAj . MA', = 

(1 + a) MB* = (1 — a) MÄJ = (1 — a) MTJ. 

Bezeichnen wir nun von den einem Werthe von a^ ent- 
sprechenden Punkten die hyperbolischen durch B und die ellip- 
tischen durch C, so ist darnach offenbar 

(a + 1) MB* = (a — 1) MÄJ , (a — 1) MC* = (a + 1) MÄJ , 
folglich 

MB* .Mg* = MAt = MA't = MAj = MÄ'J 
und also 

MB . MC = + MAi . MA\ = + MÄJ = + MA'? 



MB . MC = + MA, . MA', = + M A * = ± M A 



29 



wir erkennen hieraus, dass, wie für jede zwei in Bezug 
auf die Punkte A, A' — unter ihnen können sowohl die 
harmonischen , als auch anharmonischen Hauptpunkte verstan- 
den werden — harmonisch conjugirte Punkte die Re- 
lation 

MB . MC = — MA . M A' = + MÄ * = + MA'* 

besteht, für jede zwei in Bezug auf die Punkte A, A' 
anharmonisch conjugirte Punkte die Relation 

MB . MC = -+- MA . MA' = — MÄ* = — MÄ'* 

statt hat Hieran knüpfen wir mit einem Hinweis auf den 
13. Abschnitt die Bemerkung, dass, wie für die harmo- 
nisch conjugirten Punkte die Relation 

AB AC 

ATB'A'C" ' 
so für die anharmonisch conjugirten Punkte die Re- 
lation 

^ AC__. 

A'B • A'C ~ 
besteht — sie ergiebt sich vermittelst der Formel 10. sofort 

Seheadel, Elemei\te der anal. Oeom. g 



\ • 
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aus den Formen (1, 0), (0, 1), (x, x'), (x'A«, — x^«) — . 
Der Punkt M ist übrigens der Schwerpunkt und der um ihn als 
Centrum durch die Punkte A, A' gehende Kreis der Kreis der 
mittleren quadratischen Entfernungen der mit den Coefficienten 
CM und MB behafteten Punkte B und C. 

Für zwei Paar — harmonisch oder anharmonisch — con- 
jugirter Punkte B, C; B^, C^ gilt die Relation 

MB.MC = MBi.MCi; 

in Folge derselben ist 

BBi.MCi = — MB.MCi + MB^ .MC^ = — MB.CCi 
BCi . MBi = — MB . MBi + MC^ . MB^ = — MB . CB^, 

somit 

BB^ _ MB _ MB, 
CCi~ MCi~ MC 

BC, MB^ MC^ 

CBi "" MB, ~ MC 

und daher 

BB,.BCi _MB 
CB, . CCi ~ MC 

Diese Gleichung zeigt, dass für drei Paar conjugirter Punkte 
B,^ C; Bi, C,; Bg, G^ die Relationen 

BBj.BC, BB2 • BCg 

CB|^ . CCj^ CB2 • CCg 

B^Bg • Bj^Cg Bj^B.B^C 

O^Bg • 0,02 C^B . C-j^ü 

B2B . B2C B2B]^.B2C|^ 

bestehen; wir fügen ihnen noch die Relationen 

BCjL • BjC2 • B2C = BC2 • B^C . D^Ci 
BB|^ • Cj^Bg . C2C = BB2 . C^C • C2Bj 
CCj^ . B1B3 . G2B = CB2 • Bj^B . C2Cj 
CBj^ . C|C2 . B2B == CC2 • Cj^B . B2B,, 

deren Beweis leicht erfindhch ist, hinzu und bemerken, dass 
man sechs Punkte, welche diesen sieben Relationen, die übrigens 
alle von einer unter ihnen abhängen, genügen, sechs Tunkte 
in Involution nennt. Man kann diese sieben Relationen auch 
in der Form 



Das DoppelTerhiltniM. Iferkwfirdige Punkte der Oraden. Ql 

(BCBiBg) = (BCCjC,), (BiCiBjB) = (B,CiCC,), 

(B,C,BBi) = (ß,C4CiC); 
(BBiCCg) = (BBjCCJ, (BCiCB,) =» (BCaCBO 
(CBiBB,) = (CCjBCi), (CCiBCj = (CB,BBJ 

schreiben and erkennt daraus, dass sie auch dann Geltung 
iiaben, wenn jedem Factor das Zeichen sin vorgesetzt wird. 
Zudem sieht man, dass sechs Punkte 

(1, 0), (0, 1); (X, x'), ä, l'); ift, fi'), {y, /) 
sechs Punkte in Involution sind, wenn fflr sie die Gleichung 

25^_ _ Z'" 90 

besteht. 

Die Gleichung 

führt übrigens in diesem ersten der oben bezeichneten Falle, 
wenn durch A, A', B die Punkte (1,0), (0, 1), (/u, ^0 be- 
zeichnet werden, auf die Gleichungen 

g^ = a + Va«-l, -^ = a-ya«^l 

und daher, weil demgemäss 

(1 + a— Va« — 1) AB = AA', (1 + a + V ä«"^Tj A'B + A'A 
ist, wenn 

1 + a = e» 
gesetzt wird, auf die Gleichung 

2e2 AB.A'B = AA'.A'A 

und zeigt, dass, die Punkte Ä^ A' als reelle Punkte voraus- 
gesetzt, auf der Verbindungslinie dieser Punkte, wenn 

a* = cx) und somit e^ = oo 

und a* >• 1 und somit e* ^^ 2 oder e* -< 

ist, je zwei reelle, wenn 

a« = 1 und somit e* = 2 oder e* == 
ist, je ein reeller, und wenn 

a* < 1 und somit e' -< 2 oder e« >► 
und a* = und somit e' == 1 

ist, je zwei imaginäre Punkte sich befinden, die dieser Glei- 
chung genügen. 

5* 
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Die dem Werthe 

a = — I oder e* = — ^ 
entsprechenden zwei reellen Punkte B haben die Eigenschaft, 
dass für sie, die Gleichung 

Är'=AB.A'B 
besteht oder dass, wie man sagt, die Strecke AB durch den 
Punkt A' und die Streke A'B durch den Punkt A golden 
getheilt wird. 

In dem zweiten Falle sind die Hauptpunkte in ana- 
loger Weise, wie in Bezug auf die harmonischen, so auch in 
Bezug auf die anharmonischen Hauptpunkte, überhaupt in Be- 
zug auf die zwei hyperbolischen und zwei ellip- 
tischen Punkte eines jeden Werthes von a* Winkel- 
halbirungspunkte der Graden. 

Es gelten — das zeigt die Conformität der den im ersten 
Falle zur Anwendung gekommenen entsprechenden Formeln — , 
wenn M einen der Hauptpunkte, A^, A\; A^, A'^ die har- 
monischen und anharmonischen Hauptpunkte und B irgend 
einen Punkt der Graden bedeutet, die Relationen 

(a + 1) tg2 MB = (a — 1) tg« MA^ = (a — 1) tg^ MA\ 

tg« MAi + tg» MAa = 0, tg2 MA'i + tg2 MA'a = 

tgMAi tg MA\ + tg MAjj tg MA'j = 

(1 + a) tg2 MB = (1 — a) tg« MAjj = (1 — a) tg» MA%. 

Und weiter bestehen, wie für jede zwei in Bezug auf 
die Punkte A, A' — unter ihnen können sowohl die har- 
monischen, als auch anharmonischen Hauptpunkte verstanden 
werden — harmonisch conjugirte Punkte B, C die Re- 
lationen 

tg MB tg MC = — tg.MA tg MA' = -f tg« MA = + tg» MA' 

sin AB . sin A C . 

sin A'B* sin A"^""*"^ 

gelten, für jede zwei in Bezug auf die Punkte A, A' 
anharmonisch conjugirte Punkte B, C die Bela- 
tionen 
tg MB tg MC === + tgMA tgMA' = — tg« MA = — tg« MA' 

sin AB sin AC ^ - 

sEÄ'B'sEÄ'C""^ 

97. Die sechs Verbindungslinien von vier Punkten gehen 
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ZU zweien durch drei Punkte; welche man die zu den vier 
Punkten gehörigen Diagonalpunkte nennt. Die Verbin- 
dungslinie jeder zwei zu vier Punkten gehöriger 
Diagonälpunkte bestimmt auf den durch den jedes- 
maligen dritten Diagonalpunkt und die vier Punkte 
gehenden zwei Graden zwei Punkte, die in Bezug 
auf jene beiden Diagonalpunkte harmonisch con- 
jugirt und die vierten harmonischen Punkte sind 
zu den auf jenen Graden ^u zweien liegenden vier 
Funkten und dem dritten Diagonalpunkte. Denn, 
nimmt man die vier Punkte an als gegeben durch die Formen 

(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), («,, «,, «3),' 
so sind die Diagonalpunkte 

(0, «2, «a), («1, 0, «3), («1, «25 0) 
und die auf der Verbindungslinie z. B. der letztgenannten zwei 
Diagonalpunkte liegenden in Bede stehenden Punkte 

(0, «2, —«3), (2«!, «2, «3). 

Der erste Theil dieses Satzes ist ein specieller Fall des 
folgenden Satzes: Die sechs VerbindungslinieiLVon vier 
Punkten bestimmeuxauf jeder Graden sechs Punkte 
in Involution, und zwar immer zwei durch einen 
Diagonalpunkt gehende zwei conjugirte Punkte, 
dessen Richtigkeit in Erinnerung an die Gleichung 20. sofort 
aus dem Umstände erhellt , dass jede Grade auf den durch die 
Punkte (0, 1, 0), (0, 0, 1); (a^, «2, «3), (1, 0, 0) gehenden 
Graden Punkte von der Form 

(0, %, x)» (^ + «1, «2 5 «3) 
bestimmt und in Bezug auf diese die Punkte, die sie auf den 
durch die Punkte (0, 0, 1), (1, 0, 0); («1, «2, «3), (0, 1, 0) 
und den durch die Punkte (1, 0, 0), (0, 1, 0); («j, «2, «3), 
(0, 0, 1) gehenden Graden bestimmt, durch die Formen 

(a*J —^)i (^«81 >^'«l); («3 1 — ^'), (^2 5 ^«1) 

darstellbar sind. Nach diesem Satze findet man, wenn auf 
einer Graden zwei Paar conjugirter Punkte B, C; B^, C^ ge- 
geben sind , den einem beliebigen Punkte Bg conjugirten Punkt 
Cg, wenn man auf einer beliebigen Graden des Punktes B2 
zwei Punkte A2, A3 annimmt und die Durchschnittspunkte der 
Graden AjB, AgC^; A^B^, A3C und deren Verbindungslinie 
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bestimmt , indem^ diese mit der gegebenen Graden durch den 
Punkt Cg geht Wenn man die Punkte B, C und ebenso die 
Punkte B^, G^ als in einander zusammenfallend annimmt, so 
erhält man auf diese Weise den zu den Punkten B, B^ ; B^ 
gehörigen vierten harmonischen Punkt. 

Im Anschluss hieran geben mr — und damit beschliessen 
wir den ersten Theil dieser Schrift — ohne den leicht zu füh- 
renden Beweis die folgenden Sätze: 

Die drei den Durchschnittspunkten der Verbindungslinien 
eines Punktes mit den Eckpunkten eines Dreiecks und der 
diesen entsprechenden Seitenlinien in Bezug auf die auf diesen 
liegenden Eckpunkte harmonisch conjugirten Punkte liegen auf 
der ihm reciprokförmig entsprechenden Graden. 

Die Verbindungslinien der drei den Durchschnittspunkten 
der Verbindungslinien eines Punktes mit den Eckpunkten eines 
Dreiecks und der diesen entsprechenden Seitenlinien in Bezug 
auf die Seitenmittelpunkte (den inneren und den äusseren) con- 
jugirt harmonischen Punkte mit den entsprechenden Eckpunkten 
gehen durch den ihm reciprokförmig entsprechenden Punkt. 

Drei •Qurch einen Punkt gehende Grade der Eckpunkte 
eines Dreiecks und die drei ihnen in Bezug auf die Seiten- 
linien harmonisch conjugirten Graden gehen zu dreien durch 
vier Punkte von der Form 

(«1, «2» «3)1 (— «n «2» «3)1 («u —«21 «3)1 («1» «2» — «s)» 
und die Durchschnittspunkte dieser sechs Graden mit den 
Seitenlinien , die einander in Bezug auf die Eckpunkte harmo- 
nisch conjugirt sind, liegen zu dreien auf den diesen Punkten 
reciprokförmig entsprechenden Graden. 



Zweiter Theil. 



\'. 



Erstes Kapitel. 

ClassifLcation und Eigensohaften der Eegelsohnitte. 
Die imaginfiren Kreispunkte. 



1. In dem ersten Theile dieser Schrilft ist bemerkt wor- 
den, dass die Gurven, die von den einer Gleichung von der Form 

a^«! + ftgjaj + aas«! + (a»8 + »sa) «a«8 

+ (»81 + «is) «3«! + (»1« + a«i) «i^a = 
genügenden Punkten (a^, a^, »3) gebildet oder von den einer 
Gleichung von der Form 

«11»? + «aa»! + «8 3»! + («8 8 + «sa) »a^s 

+ {«31+ «13) »3»! + («12 + «ai) »1»2 = 

genügenden Graden |a^, a^, sl^\ eingehüllt werden, Kegel- 
schnitte genannt werden, und dass diese Gleichungen einen 
und denselben Kegelschnitt darstellen, wenn in ihnen die Goef- 
ficienten in der im 14 Abschnitte gekennzeichneten Beziehung 
zu einander stehen und die Indices eines jeden GoeMcienten 
mit einander vertauscht werden können, ohne dass sich da- 
durch sein Werth ändert. In den nachfolgenden Blättern, in 
denen die Kegelschnitte untersucht werden, nehmen wir diese 
Bedingungen als erfüllt an , so dass also insbesondere die Glei- 
chungen 

»2 3 ^'^ »3 2 ? »31 ^^^ »18? »12 ^'^ »21 
«2 8 ''^ «8 2» «31 ''^ «131 «12 =^ «21 

gelten, und demnach der Kegelschnitt sowohl durch die Glei- 
chung 

»11«? + »aa«? + »3 3«! + 2a2 3a,a3 + 2a3ia3ai 

+ 2aijOiaj=0, 
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als auch durch die Gleichung 

«11»? + «« «*I + «8 8»! + 2«3 ja,a3 + 2a f^ ^aja^ 

+ 2ai2aia8 =0 

daigestellt ist, und beginnen die Untersuchungen mit der Her- 
leitung dieser Thatsache, die nach dem ersten Theile offenbar 
an die einschränkende Bedingung, dass die Determinante J^ 
nicht Null ist, gebunden ist 

Die Punkte (a^, a,, a^), aus denen die Curve besteht, 
sollen Punkte des Kegelschnitts und die sie einhüllenden 
Graden Grade (Tangenten) des Kegelschnitts genannt 
werden. 

9. Die Gleichung 

»11«? + ajjöj + »8 8«! + äagsa,«, + 2a3 ^ajai 

+ 2sL^^a^a^ =0 

lässt sich in der Form 

»1«! + a8«8 + »8^8 = 

darstellen« wenn 

^^i =«aii«i + ai!j«2 +»1,0, 
1. ^a, = ajj x«! + a^ j,«, -}- a,^ s«» 

^»3 = a81«l + ^88«» + »$d«8 

gesetzt wird. Bestimmen wir die in diesen Gleichungen ein- 
geführte Grosse J durch die Determinantengleichung 



— J^ 



»in »jji, aj_3 



»2 15 »2 2 > »2 8 
»8U »8 2 1 »8 8 

die in entwickelter Form 

^8 ==aiia22»3 8 "f'2»a8»81»12 »ll»g8 »2a»8l »38»l« 

lautet, und setzen wir alsdann 

^Of^i = &t^^S9 »«8» .^«22= »88»ll »81» 

-^«8 3 = »11»42 »1« 

-^««8 ^^^ »81»1» '»23»! II -^«81 ''^ »1«»»8 »31»!«' 

^«1» ""^ »28»31 »12»88» 

so bestehen die Gleichungen 

aitttix 4- a2ta2x + a3ta3x == «-^* 
»tiöxi + at2«x2 + at3ax3 = €-^^ 

in denen für t, x die Zahlen 1, 2, 3 zu setzen und, je nach- 
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dem t = x ist, oder nicht, e Eins oder Null ist, und somit 
auch die Gleichungen 

Ja^ = «siai + ofj^aa + »8 8^8» 
und es ist darnach klar, dass sich die Eingangs gegebene Glei- 
chung vermittelst der Substitutionsgleichungen 2. in die Form 

«iiaj + «a^aj 4- «8 3aJ + Za^jaiaj + 2a8 ^ajai 

bringen lässt, zugleich aber auch, weil die angeführten Glei- 
chungen zwischen den Coefficienten auch dann, wenn die latei- 
nischen und griechischen kleinen Buchstaben mit einander ver- 
tauscht werden , ihre Geltung behalten , dass das Umgekehrte 
vermittelst der Substitutionsgleichungen 1. geschehen kann, und 
zwar geht, wenn wir die abkürzenden Bezeichnungen 

S = a^ ^aj 4- aaaoj -F ^sM + 2a,^s^%^3 + ^^zi^b<^i 

+-2ai,aiaa 

5= aiiaj •+• «a^aj + «gja; + 2aa8aaa3 +• 2^3 ^a^a^ 

+ 2aiaaiaa 

einfuhren, der Ausdruck J^S in den Ausdruck ^*-^ vermittelst 
der Substitutionsgleichungen 2. und vermittelst der Substitu- 
tionsgleichungen 1. der Ausdruck J^2 in den Ausdruck ^^g 
über. Die Gleichung S = stellt, wie man sagt, einen Kegel- 
schnitt in Punkt - , die Gleichung -^ = denselben Kegel- 
schnitt in Liniencoordinaten dar. Wir bezeichnen die Glei- 
chungen S = und 2 = die eine als der andern zugehörig 
oder — erforderlichen Falls die eine als der andern zuge- 
ordnet, wenn sie, wie im gegenwärtigen Falle, ohne mit einer 
Constanten multiplicirt zu werden , so beschaffen sind , dass der 
Ausdrudt J^S oder J^2 vermittelst der obigen .Substitutions- 
gleichungen in den Ausdruck J^2 oder J^S übergeht. 

Nur in einem Falle, nämlich wenn die Grösse J — die 
Discriminante der Kegelschnittsgleichung — Null ist, kann 
offenbar eine einen Kegelschnitt in Punktcoordinaten darstellende 
Gleichung in eine ihn in Liniencoordinaten und eine einen Kegel- 
schnitt in Liniencoordinaten darstellende Gleichung in eine ihn 
in Punktcoordinaten repräsentirende Gleichung nicht überge- 
führt werden. 



■ k 
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Im ersten dieser Ausnalunefälle setzen wir 

— «28 ''^ *81*1« *«8*lli ^81 ** *l«*a8 *.81*»2» 

«12 = ^28^81 *12*38 

und bemerken, dass 
*= «2*088— «Js» 0==«88«ii — «;,, = aii«4a — aj, 

= ««8«81 — «1««88 

ist. Wir können alsdann die Gleichung S «» durch Multipli- 
cation und Substitution in die Form 

aJi«J+(Äj,— «88)«I+(aIi— «22)«I+2(a8iai2 + a,8)a2«8 

bringen, in der sie als das Product der Gleichungen 
aiitti 4- (ai, 4- y«i7) «8 + (»18 — y«i7) «8 = 



All«! +(»18— V«d7)«« + (»18+1/«^) «8=0 

erscheint, wenn in diesen die zweideutige Quadratwurzel positiv 
oder negativ angenommen wird , je nachdem a^ » positiv oder 
negativ ist. Es stellt demnach die Gleichung S = zwei oder 
eine (zwei zusammenfallende) Grade dar, die durch jede der 
Formen 

|aii» ai8±V«87. ai8+y««7 



l^ai +y«r^, a^j,, ajs+Va^^Vl 
|a8i + y«^, a88+V^, agsl, 



in denen die zweideutigen Quadratwurzeln beziehungsweise po- 
sitiv oder negativ anzunehmen sind, je nachdem «^s» «sn «is 
positiv oder negativ sind, gegeben werden, und zwar zwei 
imaginäre oder reelle oder eine (zwei zusammenfallende) reelle 
Grade, je nachdem eine und damit jede der Grössen^a^^ , ctss, 
«8 8 i^egativ oder positiv oder mehr als eine dieser Grössen 
Null ist 

Die der Gleichung S=0 zugehörige Gleichung -2=0 stellt, 
da sie durch Multiplication mit or^^, a^^^ «sg in die Formen 

(«iiai+«i2a2 + «i3a3)*=0, (o2iai+aaaa2+««8as)*=Ö' 

(«81»! + «8«»« + «8 aas)* = 



i 
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gebracht werden kann, den durch die Formen 

(«in «12» «is)» («an «425 ««3)1 («111' <*3«> «ss) 
dargestellten Punkt dar, der der Durchschnittspunkt der 
Graden ist, in die, wie 'man sagt, der Kegelschnitt S^=0 
degenerirt. 

In dem zweiten Ausnahmefalle degenerirt in analoger Weise 
der Kegelschnitt ^=0 in Punkte und der zugehörige Kegel* 
schnitt S = ist ihre Verbindungslinie. 

In den Fällen, wo der Kegelschnitt in eine Grade oder in 
einen Punkt degenerirt, nehmen die zugehörigen Gleichungen 
die Form = an, weil dann ihre Coefficienten sämmtlich 
Null sind. 

3. Die nächstliegende Frage ist die nach der Anzahl und 
Bestimmung der dem Kegelschnitt und einer gegebenen Graden 
oder einem gegebenen Punkte gemeinschaftlichen Punkte und 
Graden. 

Der Durchschnittspunkt der gegebenen Graden |a'i, a'^, a'sl 
mit der beliebigen Graden la^, a,, as| ist durch die Form 

(^2* 3 *8^ « 1 ^3* 1 *1* 8 1 *1^ 2 *«* 1) 

gegeben, und es muss daher, wenn dieser Punkt ein Punkt des 
Kegelschnitts sein soll, die Gleichung 

aii(a2a's — a3a'^)*H 

+ 2aa3 (asa'i — 9,^Q>\) (a^a'« — a^a'^) H = 

statt haben; eine jede Grade ja^, a^, agj, die durch einen der 
dem Kegelschnitt und der gegebenen Graden gemeinschaftlichen 
Punkte hfndurchgeht , muss somit durch ihre Coordinaten diese 
Gleichung erfüllen , und es stellt demnach diese Gleichung die 
dem Kegelschnitt und der gegebenen Graden gemeinschaftlichen 
Punkte, deren Anzahl darnach 1 oder 2 ist, dar. 

Denken wir uns die Grade la^^^, a'^, a'sl durch die Gleichung 

oder kurz durch die Gleichung S' = gegeben , so dass die 
Gleichungen a'J = a\i , a'^a'g = a'^g, u. s. f. statt Mben, und 
setzen wir alsdann 

r 11 ^^^ ^^2^ 83 "T" agsa 22 ^aaga ^s . 
P a« ==a3 3aii +aiia33 — 2a3 ja 3 ^ 
p 83 ""^ a^^aaa + a^^a ^ 2b,^^^ ^^ 
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P «8 ^^^ *l«* 18 + ^13* 1« *ll^«3 ~^ Äjsft 11 
P 81 *= *«S*«1 "f" *21^»8 *«»& 31 "^^81*«« 
p 12 = ftaift 38 + ^32* 31 ^88* 12 *1«* 8 Si 

SO können wir die auf der Graden S' = liegenden Punkte 

des Kegelschnitts S = durch die Gleichung /J'^aJ H 

+ ä/J'^ja^a, H = oder nach Einführung der abkürzen- 
den Bezeichnung 

20)' = i?\,aj + /^,^aj + /?'33a; + 2ß'^,fi^fi, 

+ 2/?'3ia3ai + 2ifi2aia.^ 
durch die Gleichung 

0)' =^ 
repräsentiren. Wir bemerken nun, dass ganz allgemein, wenn 

3©' = ^(aiia'ii + ««aa'sj« + «88a'33 + 2«28a'»8 

+ 2a3ia'3i +2aija'i4) 

30 = //(a\ian H-of'.^4a4a + a33a8 8 +2a43a23 

4-2a'3ia3i +2ai2ai,), 

wo J^ Ji in dem Falle, wo der Kegelschnitt degenerirt, wegzu- 
lassen ist , und ferner 

^'ll=«a2«88 +«83«'«« —2083« 33 

b'2a=a33«ii +«11083 — 2a3iaji 
b'33 = «11« 22 + agga'ii — 2ai3a ij 

b'sa = «i2«'i8 + «i8«'i2 — «11« *8 — «as^'ii 

81 «2 8« 21 ^ «21« 2 8 «2 2« 81 «81« «« 

D JL2 ^= «31« 32 • «32« 81 «88« 12 «12« 88 

gesetzt wird, die folgenden Relationen, in denen gleii^hfalls 
^, // in dem bezeichneten Falle fortzulassen ist, statt haben: 

/5'22/?'8 8 - /^'J. 3©aii - 30V, 1 - z/^b'ii , 3. 

i^8l/^'l2 - /?'28/^'ll == -30a2 8 — 3©V2 3 -^^V2 3, U« S. f. 

In dem gegenwärtigen Falle ist 

ß\J^^ - ß'U = - 30V„, ß\,ß\, - ß'l, = - 30V.^, 

/^'i,/»'22-/^;?« = -30V33, 

und demnach hat also die Grade S' = mit dem Kegel- 
schnitt zwei imaginäre, einen (zwei zusammenfallende) 
oder zwei reelle Punkte gemein, je nachdem & 
negativ. Null oder positiv ist 

Die unendlich ferne Grade, die offenbar durch die 
Gleichung 
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«?+«; + «1 + 2a^a^ + 203«, + 2a,a, == 
dargestellt ist, hat somit mit dem Kegelschnitt zwei 
imaginäre, einen oder zwei re&lle Punkte gemein, 
je nachdem die Grösse 3&\ die wir in diesem besondem Falle 
durch ^ bezeichnen, je nachdem also die Grösse 

^ = ^(«11 +«22 +«8S +2028 +2081 +20fi,) 

negativ, Null oder positiv ist Damach unterscheidet 
man drei Arten von Kegelschnitten. Im ersten Falle wird der 
Kegelschnitt eine Ellipse, im zweiten eine Parabel und im 
dritten eine Hyperbel genannt, vorausgesetzt, dass die Dis-. 
criminante nicht Null ist. Ist sie Null , so ist sie in dem ge- 
gebenen Ausdrucke wegzulassen, und das Negativ-, Null- oder 
Positivsein desselben deutet dann an , dass der Kegelschnitt in 
zwei imaginäre nicht parallele, in zwei parallele 
oder in eine (zwei zusammenfallende) und in zwei nicht 
parallele reelle Grade beziehungsweise degenerirt Wir 
bemerken, dass, wenn die Grössen 

Aj =a2 2 +3.8 8 2a2 31 ^2 ^^^ *8 8 + *1 1 ^*8 1 ? 

^8 = a^i + ^2« ^*i2 
eingeführt werden, 

4^ = Aj + AJ + AJ — 2A2X3 — 2^8^! — 2^1^« 
gesetzt werden kann. Die Proportion 

Aj l A2 • Aj =^ Sj • S, • Sg 

kennzeichnet nach dem ersten Theile den Kegelschnitt als einen 
Kreis, der zur Gattung der Ellipse gehört; in der That ist, 

A == — = — = — 

Sj Sj S3 

gesetzt, die Grösse 

^ = — 4jn». 

Die auf der unendlich fernen Graden liegenden Punkte des 
Kegelschnitts sind durch die Gleichung 

^1*1 + ^2*a + ^3^8 (^2 + ^8 ^1) ^2^3 

(^3 + ^1 ^2) ^8^1 ""^ (^1 + ^2 ^3) ^1*2 ^^ ^ 

repräsentirt, und insbesondere stellt die Gleichung 

sjaj + sja| + sjaj — 2S2S8 cos A^ajag — 2s3Si cos Agagai 

— 2SiSa cos Aga^a^ = 
die auf der unendlich fernen Graden liegenden zwei imaginären 
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Punkte des Kreises dar. Sie werden die (anendlich fernen) 
imaginären Kreispunkte genannt; sie erscheinen da'durch 
merkwürdig , dass durch sie , weil ihre Gleichung unabhängig 
von der des Kreises ist, alle Kreise und ausserdem nach dem 
ersten Theile alle auf sich selbst senkrechten Graden hin- 
durchgehen. 

Der analoge Gang der Untersuchung führt auf die Bestim- 
mung der dem Kegelschnitte und einem Punkte gemeinschaft- 
lichen Graden. Das Resultat derselben ist, wenn wir 

. 3©' = ^ (aii«'ii + *««««« + ass«'8s + äa^g« ,s 

+ 2a3ia3i +2aiaaia) 

und 

2r = b', ,aj + h\^al + h\ 30J 4- 2b'^ «a^o, 

+ Zb'aia»«! + 2b',^ofia, 
setzen: Der Punkt JS' = hat mit dem Kegelschnitt 
zwei imaginäre, einen (zwei zusammenfallende) oder zwei 
reelle Punkte gemein, je nachdem 0' negativ, Null 
oder positiv ist; sie sind durch die Gleichung 

F = 
gegeben. 

Ebenso wie nach der Beschaffenheit und Aqzahl der auf 
der unendlich fernen Graden liegenden Punkte des Kegelschnitts 
die Kegelschnitte classificirt worden sind, kann man auch an 
die durch den endlich fernen Punkt gehenden Graden des Kegel- 
schnitts eine Eintheilung der Kegelschnitte in verschiedene Klas- 
sen knüpfen. Der endlich ferne Punkt hat mit dem 
Kegelschnitt zwei imaginäre, eine oder zwei reelle 
Grade gemein, je nachdem die Grösse 

-^(»11 +»82 +a33 + 2a83+2a8i +2ai,) 
negativ, Null oder positiv ist., Im ersten Falle besitzt 
der Kegelschnitt Eigensclutften , die den Eigenschaften der El- 
lipse dualistisch entsprechen , und die , wie diese von der festen 
unendlich fernen Graden, von der willkürlichen durch die Wahl 
des Fundamentaldreiecks bestimmten Lage des endlich fernen 
Punktes abhängen; man kann daher in diesem Falle den Kegel- 
schnitt eine Ellipse in Bezug auf den endlich fernen Punkt oder 
kurz eine relative Ellipse und aus demselben Grunde in dem 
zweiten Falle eine relative Parabel und im dritten eine 
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relative Hyperbel nennen , vorausgesetzt , dass die Discri- 
minante nicht Null ist. ' Ist sie Null , so ist sie in dem obigen 
Ausdrucke wegzulassen , und das Negativ - , Null - oder Positiv- 
sein desselben deutet dann an, dass der Kegelschnitt in zwei 
nicht parallele imaginäre, in zwei parallele oder in 
einen (zwei zusammenfallende) und in zwei nicht parallele 
reelle Punkte beziehungsweise degenerirt. Vor dieser Ein- 
theilung der Kegelschnitte aber hat die erst gegebene ein wesent- 
liches Moment voraus ; bei jener geschieht nämlich offenbar die 
Classification in Bücksicht auf die Gestalt der Kegel- 
schnitte, während bei dieser ihr nach dem Prinzip der Dua- 
lität entsprechenden nicht die Gestalt, sondern die Lage der- 
selben in B^zug auf den nicht festen endlich fernen 
Punkt in Berücksichtigung kommt. Zur Erforschung der 
Eigenschaften der Kegelschnitte genügt die Rücksichtnahme 
auf eine Eintheilung, und so ziehen wir die so benannten rela- 
tiven Kegelschnitte nicht in den Bereich unserer Untersuchungen. 
Erwähnt sei nur, dass die den Kreisen dualistisch ent- 
sprechenden Curven, die relativen Kreise, zur Gattung der rela- 
tiven Ellipse gehörig, sämmtlich mit dem endlich fernen Punkte 
die durch die Gleichung 

— 2a ^a^ cos-^^ag^'i — 2a ^a 2 cos u4^a^a2 = 
bestimmten imaginären Graden , auf welchen die auf sich selbst 
senkrechten Punkte liegen, — sie können die (endlich fernen) 
imaginären Kreislinien genannt werden — gemein haben. 
Es besteht zwischen ihnen und den imaginären Kreispunkten, 
wie aus den Gleichungen F' = und CD' = vermittelst der 
sechs Gleichungen 13. des 10. Abschnitts des ersten Theils sich 
ergiebt, die folgende Beziehung: Die imaginären Kreislinien 
sind die Verbindungslinien der imaginären Kreispunkte mit dem 
endlich fernen Punkte und die imaginären Kreispunkte die 
Durchschnittspunkte der imaginären Kreislinien mit der un- 
endlich fernen Graden. 

4. Aus dem vorigen Abschnitte erhellt, dass die Grade 
1^1 ) ^2, agi mit dem Kegelschnitte nur einen Punkt, v^jenn ihre 
Coordinaten der Gleichung 

Schendel, Elemente der anal. Geom. a 
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genügen, und der Punkt (a^, a^, a^) mit ihm nur eine Grade 
gemein hat, wenn durch seine Coordinaten der Gleichung 

genügt wird ; wir erkennen daraus , dass jede Grade des Kegel- 
schnitts und nur eine solche mit ihm nur einen Punkt (zwei 
zusammenfallende Punkte) und jeder Punkt des Kegelschnitts 
und nur ein solcher mit ihm eine Grade (zwei zusammenfallende 
Grade) gemein hat Erinnern wir daran , dass der Kegelschnitt 
durch die Gleichung 

repräsentirt ist, wenn zwischen den Coordinaten die Gleichungen 
1. und 2. bestehen, so erhellt, dass der zur Graden |a,, a^, b,^\ 
gehörige Punkt des Kegelschnitts durch die Form 

^31^1 + ^3 2*4 "h ^33^9) 

und die zum Punkte («j, a^, «3) gehörige Grade des Kegel- 
schnitts durch die Form 

5. lau«! + aia«.^ + aisttj, a^iOf, + B,^^a^ 4- a^sag, 

^31«! +ada«2 + a83as| 
dargestellt ist. 

Es drängt sich hier die Frage auf, in welcher Beziehung 
der durch die Form 4. dargestellte Punkt zu der Graden |a,, 
a.^, agl und die durch die Form 5. dargestellte Grade zu dem 
Punkte («i, «2» «d) steht, wenn diese Grade nicht eine Grade 
des Kegelschnitts und dieser Punkt nicht ein Punkt des Kegel- 
schnitts ist. Wir erinnern uns, dass diese Beziehung im 19. Ab- 
schnitte des ersten Theiles als Polarreciprocität gekenn- 
zeichnet worden ist; der durch die Form 4. gegebene Punkt ist 
der Pol der Graden [a^, ag, ag] und die durch die Form 5. 
gegebene Grade die Polare des Punktes («i, a^i «s) ^^ Bezug 
auf den Kegelschnitt. Die Antwort aber auf jene Frage giebt 
die folgende Betrachtung. Zwischen den Coordinaten der Gra- 
den (a^, aj, ajl und |a'i, a'^, a'gj besteht, wenn die erstere eine 
Gradß des Kegelschnitts und die letztere eine Grade des zu ihr 
gehörigen Punktes des Kegelschnitts ist, die Relation 

«iiaja', + aa^a^a'a -f- ccsi^s^^ + a^s (a.a'g + asa'J 
+ «31 (aaa'i + a^a'») + a^^ (a^a'^ + a^a'J = 0; 
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sie ist in Bezug auf ihre Goordinaten symmetrisch, und es stellt 
daher dieselbe Gleichung, welche für |a,, a«, a,! als eine Grade 
des Kegelschnitts den zu ihr gehörigen Punkt des Kegelschnitts 
repräsentirt, für |a, , a.^, agj als eine beliebige Grade einen 
Punkt dar , der der Durchschnittspunkt derjenigen Graden des 
Kegelschnitts ist, welche durch die beiden auf jener Graden 
liegenden Punkte des Kegelschnitts hindurchgehen. Es ist also 
der Pol einer Graden der Durchschnittspunkt der 
durch die auf ihr liegenden Punkte des Kegel- 
schnitts gehenden Graden desselben, und zugleich 
erkennt man , worauf auch die entsprechende Betrachtung führt, 
die Polare eines Punktes ist die Verbindungslinie 
der auf den durch ihn gehenden Graden des Kegel- 
schnitts liegenden Punkte desselben. 

Der Pol einer Graden des Kegelschnitts ist der zu ihr ge- 
hörige Punkt desselben und die Polare eines Punktes des Kegel- 
schnitts die zu ihm gehörige Grade desselben. 

Je nachdem eine Grade mit dem Kegelschnitt zwei reelle, 
einen oder zwei imaginäre Punkte gemein hat, hat auch ihr 
Pol mit demselben zwei reelle, einen oder zwei imaginäre Grade 
gemein, und umgekehrt. 

Die Formen des Pols und der Polare lassen ferner unmittel- 
bar das ]Qestehen der folgenden Sätze erkennen: 

Geht eine Grade durch den Pol einer andern 
Graden, so geht auch diese Grade durch den Pol 
jener Graden. Liegt ein Punkt auf der Polare eines 
andern Punktes, so liegt auch dieser Punkt auf der 
Polare jenes Punktes. 

Der Pol einer Graden eines Punktes liegt hiemach auf der 
Polare diesas Punktes und die Polare eines Punktes einer Gra- 
den geht durch den Pol dieser Graden ; wir können somit sagen : 

Die Pole aller Graden eines Punktes liegen auf 
seiner Polare. Die Polaren aller Punkte einer Gra- 
den gehen durch ihren PoL 
und hieraus weiter sofort die folgenden Sätze entnehmen: 

Die Polare eines Punktes ist der Ort der Durch- 
schnittspunkte der zu den auf den Graden des Punk- 
tes liegenden Punkten des itegelschnitts gehörigen 
Graden desselben. Der Pol einer Graden ist der Ort 

6* 
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der Verbindungslinieu der zu den durch die Punkte 
der Graden gehenden Graden des Kegelschnitts ge- 
hörigen Punkte desselben. 

Femer muss der Pol der durch die Pole zweier Graden 
gehenden Graden auf jeder von ihnen liegen , und die Polare 
des auf den Polaren zweier Punkte liegenden Punktes durch 
jeden von ihnen gehen, mit andern Worten: 

Der Durchschnittspunkt zweier Graden ist der 
Pol der Verbindungslinie ihrer Pole. Die Verbin- 
dungslinie zweierPunkte ist die Polare des Durch- 
schnittspunktes ihrer Polaren. 

Endlich sagen wir: 

Die Polare eines Punktes ist der Ort des zu den 
auf jeder Graden desselben liegenden Punkten des 
Kegelschnitts und ihm selbst gehörigen vierten har- 
monischen Punktes. Der Pol einer Graden ist der 
Ort der zu den durch jeden Punkt derselben gehen- 
den Graden des Kegelschnitts und ihr selbst ge- 
hörigen vierten harmonischeu Graden, 
und erweisen diese Behauptung durch den nachstehenden Be- 
weis des ersten Satzes: Es sei ein Punkt durch die Form 
(xa^ + xVi , xocj + xV^ , xttg + xVg) und die auf irgend 
einer Graden desselben liegenden Punkte des Kegelschnitts durch 
die Formen (a^, a^j a^) und (a\, a'^, a'g) dargestellt; es liegt 
dann in der That der Punkt (xa^ — %a\ , xa^ — xV^ , na^ 
— xVg) auf seiner Polare 

+ x (an«! +ai2a2 +9,i^a\), , |, 

denn die Bedingung dafür ist die offenbar richtige Gleichung 
^^ («i^Caii«! + ai^a» + ai3as) H ) — x « {a\ (a^iai 

+ a,2a2 + ai3«3)H )+>tx'(ai (a^i« ^ -|-aijja'2+ai8«'s) 

— a\ (a^iai +^^^0^ +ai3a3) -^ ) = 0. 

Diese beiden letzten Sätze sind von besonderer Wichtig- 
keit in der Theorie der Kegelschnitte, indem nämlich durch sie 
das Gebiet , auf dem die harmonischen und mit diesen zugleich 
die anharmonischen Punkte und Graden eine groäse Rolle spie- 
len, eröflfhet wird. 

Ein jeder Punkt der Polare eines Punktes hat die Eigen- 
schaft, dass dieser auf seiner Polare liegt, und eine jede Grade 
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des Pols einer Graden die Eigenschaft, dass diese durch ihren 
Pol geht. Es giebt demnach unendlich viele Paare von Punk- 
ten, von denen jeder auf der Polare des andern liegt, und von 
Graden, von denen jede durch den Pol der andern geht. Jede 
zwei solche Punkte sind in Bezug auf die auf ihrer Verbin- 
dungslinie li^enden Punkte des Kegelschnitts und jede zwei 
solche Grade in Bezug auf die durch ihren Durchschnittspunkt 
gehenden Graden des Kegelschnitts harmonisch conjugirt; 
wir nennen sie polar conjugirte Punkte und Grade in 
Bezug auf den Kegelschnitt. Auf jeder Graden liegen unend- 
lich viele conjugirte Punkte und durch jeden Punkt gehen un- 
endlich viele conjugirte Grade; die auf ihr liegenden Punkte 
des Kegelschnitts sind die harmonischen Hauptpunkte 
und die durch ihn gehenden Graden des Kegelschnitts die har- 
monischen Hauptlinien in Bezug auf den Kegelschnitt. 
Die Mittelpunkte einer jeden Graden in Bezug auf die har- 
monischen Hauptpunkte und die Winkelhalbirungslinien 
eines jeden Punktes in Bezug auf die harmonischen Hauptlinien 
fassen wir als die Hauptp.unkte der Graden und die Haupt- 
linien des Punktes in Bezug auf den Kegelschnitt auf. Da- 
durch sind dann auch die anharmonischen Hauptpunkte 
einer jeden Graden und die anharmonischen Hauptlinien 
eines jeden Punktes in Bezug auf den Kegelschnitt bestimmt. 
Jede zwei polar conjugirte Punkte sind in Bezug auf die an- 
harmonischen Hauptpunkte ihrer Verbindungslinie und jede zwei 
polar conjugirte Grade in Bezug auf die anharmonischen Haupt- 
linien ihres Durchschnittspunktes anharmonisch conjugirt. Wir 
bemerken, dass in Folge der im weiteren Verlaufe dieser Unter- 
suchungen erhellenden Thatsache, dass die cyclischen Punkte 
einer jeden reellen Graden und die cyclischen Graden eines 
jeden reellen Punktes reell sind, die im 26. Abschnitte des ersten 
Theils gegebenen zwischen den cyclischen und parabolischen 
Punkten und Graden bestehenden Relationen, die wir andeu- 
tungsweise in der Form 

MÄJ + MÄ| = b, tg« MAi + tg« MAg = 
hierherstellen, darthun, dass auf jeder reellen Graden und durch 
jeden reellen Punkt entweder die harmonischen Hauptpunkte 
und -Knien reell und die anharmonischen imaginär oder die 
harmonischen imaginär und die anharmonisch^n reell sind, so 
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dass also jede zwei polar conjugirte Punkte einer reelleu Gra- 
den und Grade eines reellen Punktes harmonisch conjugirt in 
Bezug auf zwei reelle oder imaginäre Punkte und Grade (die 
harmonischen Hauptpunkte und -linien) und anharmonisch con- 
jugirt sind in Bezug auf zwei imaginäre oder reelle Punkte und 
Grade (die anharmonischen Hauptpunkte und -linien), je nach- 
dem die Grade und der Punkt mit dem Kegelschnitt zwei reelle 
oder imaginäre Punkte und resp. Grade gemein hat. 

Da jede zwei Punkte und Grade, die in Bezug auf die 
harmonischen Hauptpunkte ihrer Verbindungslinie und die har- 
monischen Hauptlinien ihres Durchschnittspunktes harmonisch 
und also in Bezug auf die anharmonischen Hauptpunkte und 
-linien anharmonisch conjugirt sind, polar conjugirte Punkte 
und Grade in Bezug auf den Kegelschnitt heissen, so können 
füglich jede zwei Punkte und Grade, die in Bezug auf die 
harmonischen Hauptpunkte und -linien anharmonisch und also 
in Bezug auf die anharmonischen Hauptpunkte und -linien har- 
monisch conjugirt sind, die also die Eigenschaft haben, dass 
jeder von ihnen dem zu dem andern in Bezug auf die Haupt- 
punkte symmetrisch liegenden Punkte und beziehungsweise jede 
von ihnen der zu der andern in Bezug auf die Hauptlinien sym- 
metrisch liegenden Graden polar conjugirt ist, als apolar con- 
jugirt in Bezug auf den Kegelschnitt bezeichnet werden. Natür- 
lich ist die Apolarität von Punkten und Graden nicht von der 
Bedeutung der Polarität als der primitiveren , es erscheint aber 
als wichtig, dass, während jede zwei polar conjugirte Punkte 
einer reellen Graden und Grade eines reellen Punktes nur dann, 
wenn auf ihr zwei reelle Punkte des Kegelschnitts liegen und 
durch ihn zwei reelle Grade des Kegelschnitts gehen, in Be- 
zug auf zwei reelle Punkte und Grade harmonisch con- 
jugirt sind, dies zwei a polar conjugirte Punkte einer reellen 
Graden und Grade eines reellen Punktes im Gegentheil nur 
dann sind, wenn auf ihr zwei imaginäre Punkte des Kegel- 
schnitts liegen und durch ihn zwei imaginäre Grade des 
Kegelschnitts gehen. 

Die harmonischen Hauptpunkte und -linien sind apolar 
und die anharmonischen polar conjugirt; die Hauptpunkte und 
-linien sind polar und apolar conjugirt. Jeder harmonische 
Hauptpunkt und jede harmonische Hauptlinie ist sich selbst 
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polar conjugirt, dagegen jeder anhannonische Hauptpunkt und 
jede anharmonische Hauptlinie sich selbst apolar conjugirt Da 
die harmonischen Hauptpunkte und - Union Punkte und Grade 
des Kegelschnitts sind, so ist also der Kegelschnitt der 
Ort der sich selbst polar conjugirten Punkte und 
Graden. Welches ist der Ort der sich selbst apolar 
conjugirten Punktß und Graden? 

Die analytische Bedingung, die zwei polar conjugirte Punkte 
und Grade durch ihre Coordinaten erfüllen müssen, ergiebt sich 
sofort aus der Definition und den Formen von Pol und Polare. 
Zwei Punkte (a^, a^, «3), (a 1, a „ a'g) sind polar conjugirte 
Punkte in Bezug auf den Kegelschnitt, wenn zwischen ihren 
Coordinaten die Relation 

+ »31 («8^'i + «i^'s) + ^15, («1« , + a^a ,) = 

besteht, und zwei Grade ja^, a^, agi, |a'i, a'g, a\| sind polar 
conjugirte Grade in Bezug auf den Kegelschnitt, wenn ihre 
Coordinaten der Gleichung 

+ «31 (a»a'i + a^ag) + a^^ (a^a', + a^a^) = 

genügen. ^ Oder kurz : Die durch die Gleichungen JS' =.0 und 
S' = gegebenen Punkte und Graden sind in Bezug auf den 
Kegelschnitt polar conjugirt, wenn beziehungsweise @' = und 
0' = ist. 

Die Verbindungslinie von je zweien der zu vier Punkten 
des Kegelschnitts gehörigen drei Diagonalpunkte ist die Polare 
des dritten, da sie auf den durch diesen und jene vier Punkte 
gehenden zwei Graden die zu ihnen gehörigen vierten har- 
monischen Punkte bestimmt Es haben demnach die zu vier 
Punkten des Kegelschnitts gehörigen drei Diagonalpunkte und 
deren Verbindungslinien die Eigenschaft^ dass je zwei von ihnen 
in Bezug auf den Kegelschnitt polar conjugirt sind , und ebenso 
sind die zu vier Graden des Kegelschnitts gehörigen drei Dia- 
gonallinien und deren Durchschnittspunkte von gleicher Be- 
schaffenheit. Wir nennen drei solche Punkte und Grade ein \ 
Tripel von polar conjugirten Punkten und Graden 
und das durch sie bestimmte Dreieck ein sich selbst polar 
conjugirtes Dreieck. Das zu vier Punjcten oder 
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Graden des Kegelschnitts gehörige, durch die zu 
ihnen gehörigen Diagonalpunkte und resp. - linien gebildete so- 
genannte Diagonaldreieck ist ein sich selbst polar 
conjugirtes Dreieck und seine Eckpunkte und Sei- 
tenlinien Tripel von polar conjugirten Punkten und 
Graden. 

Hinsichtlich der Degeneration des Kegelschnitts in zwei 
Grade oder zwei Punkte ist Folgendes zu bemerken. Im ersten 
Ausnahmefalle gehen, die Graden, die mit dem Kegelschnitt nur 
einen Punkt gemein haben, — man kann sie füglich als Grade 
des Kegelschnitts bezeichnen — durch den Durchschnittspunkt 
der Graden, in die er degenerirt Für die Graden des Kegel- 
schnitts la^, a^) agl, zu denen auch die ihn bildenden Graden 
gehören, bestehen daher die Relationen 

ebenso wie für ihren Durchschnittspunkt (a^, aj,, «g) oflFenbar 
»11«! + aijj«2 + »is^s == 0, aaiOf^ + B^^^a^ + ajgOfg = 0, 

ist In Folge dessen kann als Pol einer Graden des Kegel- 
schnitts jeder Punkt und als Polare ihres Durchschnittspunktes 
jede Gjade gelten. Der Pol einer jeden andern Graden ist jener 
Durchschnittspunkt und die Polare eines jeden andern Punktes 
eine Grade des Kegelschnitts, der Ort des zu den auf einer 
Graden des Punktes liegenden Punkten des Kegelschnitts und 
ihm selbst gehörigen vierten harmonischen Punktes. Ebenso 
kann im zweiten Ausnahmefalle als Polare eines Punktes des 
Kegelschnitts d. i. eines jeden Punktes der Verbindungslinie 
der den Kegelschnitt bildenden Punkte jede Grade und als Pol 
dieser Verbindungslinie jeder Punkt gelten. Die Polare eines 
jeden andern Punktes ist jene Verbindungslinie und der Pol 
einer jeden andern Graden ein Punkt des Kegelschnitts, der 
Ort der zu den durch einen Punkt der Graden gehenden Gra- 
den des Kegelschnitts und ihr selbst gehörigen vierten harmo- 
nischen Graden. 

Im Falle der Degeneration des Kegelschnitts in eine Grade 
oder in einen Punkt ist diese Grade die Polare jedes nicht auf 
ihr liegenden Punktes und dieser Punkt der Pol jeder nicht 
durch ihn gehenden Graden, sonst können als Polare eines 
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Punktes und als Pol einer Graden jede Grade und jeder Punkt 
gelten. . 
_ 5. Der Pol der unendlich fernen Graden ist 

(«11 + «12 +«13> «21 +««2 +«2S» «31 + «32 +«38)5 

ii?ir bezeichnen ihn kurz, indem wir 

^«1 =«11 +«12 +«18» ^«2 =«21 +«22 +«231 

^«8 =«31 +«32 +«88 

setzen, durch die Form 

«1> «2» «s) 

und nennen ihn das Centrum des Kegelschnitts. Die Polaren 
der auf der unendlich fernen Graden liegenden Punkte gehen 
durch das Centrum; wir nennen sie Diametrallinien (Durch- 
messer). Im Falle der Parabel sind sie parallel, denn 
das Centrum der Parabel liegt auf der unendlich 
fernen Graden, da diese wegen ^ = eine Grade der 
Parabel ist. 

Da der Pol einer jeden Diametrallinie auf der unendlich 
fernen Graden liegt, so ist er einer der cyclischen Punkte aller 
der Diametrallinie in Bezug auf den Kegelschnitt polar con- 
jugirten offenbar einander parallelen Graden und demzufolge, 
da die cyclischen Punkte einer Graden in Bezug auf den Kegel- 
schnitt polar conjugirt sind , die Diametrallinie als Polare jenes 
cyclischen Punktes der Ort des andern cyclischen Punktes jener 
Graden. Eine jede Diametrallinie ist also der Ort der 
(inneren) Mittelpunkte der ihr polar cqnjugirten Gra- 
den, und umgekehrt der Ort der (inneren) Mittelpunkte paral- 
leler Graden in Bezug auf den Kegelschnitt ist die ihnen polar 
conjugirte Diametrallinie. 

Zu den einer Diametrallinie polar conjugirten Graden ge- 
hört stets auch eine Diametrallinie. Es ergeben sich daraus 
die folgenden Sätze: 

Das Centrum des Kegelschnitts ist der Mittel- 
punkt aller Diametrallinien. 

Jede zwei polar conjugirte Diametrallinien, die 
offenbar mit der unendlich fernen Graden ein Tripel polar con- 
jugirter Graden sind, sind wechselseitig den ihnen polar 
conjugirten Graden parallel. 

Aus dem letzteren folgt insbesondere, dass die durch die 
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auf einer Diametrallinie liegenden Punkte des Kegelschnitts 
gehenden Graden desselben der ihr polar conjugirten Diametral- 
linie parallel sind. 

Was die Bedeutung des Punktes 

(«11 + «la + «13» «21 + «i2 +«251 «31 + «82 + «3 s) 

in den Ausnahmefällen anlangt, so ist er im Falle der Degene- 
ration des Kegelschnitts in zwei Grade der Durchschnittspunkt 
derselben und im Falle der Degeneration in zwei Punkte der 
in Bezug auf sie innere Mittelpunkt ihrer Verbindungslinie. 
6. Die Gleichung des Pols eiuBr Graden d. i. des Ortes 
der Polaren aller ihrer Punkte geht aus ihrer Gleichung ver- 
mittelst der Substitutionsgleichungen 

^«1 =«11^1 +«12»« +«13a3 
6. . Ja^ = Cfjiai -H «2 2*2 + «2 3^3 

^«3 = «31*1 + «82*2 + «3»a8 

und die Gleichung der Polare eines Punktes d. i. des Ortes der 
Pole aller seiner Graden aus seiner Gleichung vermittelst der 
Substitutionsgleichungen 

Jb,^ = an«! + aia«2 + ais«8 
7. JdL^ = agi«! + a^gösi + a2 3a3 

^a3 = ag^öj -|- a3 20f2 -f- agsOfs, 

in denen im Falle der Degeneration die Discriminante wegzu- 
lassen ist, hervor, denn, da z. B. die Goordinaten der Punkte 
(«D «2 9 «3) ^i^^^ Graden |a\, a'2, a'gj und deren Polaren 
1*1) *2i *sl durch die Gleichungen 6. mit einander verknüpft 
sind, so gilt die Gleichung a\ai + *'2«2 + *3«8 =(* ^^^^ 
dann, wenn an die Stelle der a die durch jene Gleichungen 
gegebenen ihnen gleichen Ausdrücke treten. 

In gleicher Weise stellt die Gleichung, die vermittdst der 
Substitutionsgleichungen 6. aus der Gleichung des Kegelschnitts 
S' = hervorgeht, den Ort der Polaren aller seiner Punkte und 
die Gleichung, die vermittelst der Substitutionsgleichungen 7. 
aus der Gleichung des Kegelschnitts :s' = hervorgeht ^ den 
Ort der Pole aller seiner Graden dar. In beiden Fällen ist 
der Ort, da die Gleichungen homogene Gleichungen zweiten 
Grades bleiben, ein Kegelschnitt; er ist die Polarcurve im 
ersten Falle des Kegelschnitts S'=0 und im zweiten des Kegel- 
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Schnitts -2'=0 und wird von uns beziehungsweise durch iS'o='0 
und S'o = bezeichnet, indem wir 

+ 2a8i^a3ai + 2a\g^a,ag 

annehmen und hierin die Coefficienten durch die Gleichungen 

^*«'ii, = a'ii«Ji + a'j««!« + a'ssöJs + ^^'»s^n^^iz 

+ 2a'3ia,8aii +2a'ijaiiaj, 

^*a'2 8, = a'iiajj + »^««1, + »'33013 + 2a' 3, gagga, 3 

+ 2a'3ia,3a2i +2a'i,a2ia2 2 

^*« 3So = »'ii«Ii + »'22«;« + a's3«Is + 2a'g8«s2a8s 

+ 2a'8ia3 8«8i + 2a'i,a3ia3j 

^*«'2 3o=»'ll«JJl"8l +a'22«22«32 +»'s8«28«83 

+ a'23 («2 2«8 8 + «Js) + a'si («2 3«81 + «21«3 8) 

+ a'i8 {a2ia32 + «22«8l) 

^^a3i^ = a'ii«8iaii +a'22«32«i2 +a8s«8s«i8 

+ a'23 («sjaiS +«88«12)+a'81 («38«11 +«!,) 

+ a'ijj (a3iai2 +a82aii) 

^*ai2o = *'ll«ll"2 1 +a'22«12«22 +a'33«18«28 

+ a'2S («12«28 +ai8«22)+a'31 («13«21 +«ll«2d) 

+ a'l2 («11«22 +«?«> 

bestimmen und im andern Falle in analoger Weise verfahren. 
Wir bemerken, dass dann die Gleichung J^S' = — in dieser 
Form! — vermittelst der Substitutionsgleichungen 6. in die 
Gleichung ^^2'^ = und die Gleichung J^2^ = vermittelst 
der Substitutionsgleichungen 7. in die Gleichung J^S\=0^ wo 
im Falle der Degeneration des Kegelschnitts natürlich das J^ 
fortbleibt, und offenbar ausser im Falle der Degeneration des 
Kegelschnitts die Gleichung J^2'q =0 vermittelst der Sub- 
stitutionsgleichungen 7. in die Gleichung z/*S' = und die 
Gleichung J^S\ = vermittelst der Substitutionsgleichungen 6. 
in die Gleichung J^2'=-0 übergeht. 

Die Polarcurve eines in Punkt- durch die Gleichung S' = 
^d in Liniencoordinaten durch die Gleichung JS' = darge- 
stellten Kegelschnitts ist durch die Gleichung ^^^ =0 in Linien- 
und in Punktcoordinaten durch die Gleichung S'o = gegeben. 
B«präsentirt S' = zwei Grade und 2^ — ihren Durch- 
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schnittspunkt, so giebt JS'© =0 ihre Pole und S'o = seine Po- 
lare, und stellt ^ = zwei Punkte und S' = ihre Verbindungs- 
linie dar, so giebt S'^ = ihre Polaren und 2'q^==0 ihren Pol. 
Im Falle endlich der Degeneration des Kegelschnitts S' == in 
eine Grade ist ^^^ = ihr Pol und der Degeneration des Kegel- 
schnitts 2'=0 in einen Punkt ist S'o =0 seine Polare. Voraus- 
gesetzt ist jedoch hierbei die Nichtdegeneration des Kegel- 
schnitts S = oder JS = , welcher Fall in dieser Beziehung 
nur allein in der Folge in Betracht kommt. 

7. Unter /J^u, /J'^j, wie immer die im 3. Abschnitte 

eingeführten Coefläcienten* verstanden, findet man leicht die — 
nur für den Fall der Degeneration des Kegelschnitts S = 
nicht geltenden — Relationen 

und damit die Gleichung 

Es sind demnach die auf der Graden S' = liegenden Punkte 
des Kegelschnitts S = auch durch die Gleichung 

8. ^»-To — 30'^=O 

gegeben; sie erscheinen in dieser Form als Punkte, durch die die 
dem Kegelschnitt und dem Pole der Graden gemeinschaftlichen 
Graden hindurchgehen; denn eine Gleichung von der Form 
xJ^-|-x'2' = stellt einen Kegelschnitt, dem die den 
Kegelschnitten J=0 und 2'==0 gemeinschaftlichen 
Graden angehören und — wir setzen gleich dazu — eiine 
Gleichung von der Form %S + x'S' = einen Kegel- 
schnitt dar, dem die den Kegelschnitten S = und 
S' = gemeinschaftlichen Punkte angehören, da die- 
jenigen Punkte und Graden, deren Coordinaten den Gleichungen 
^==0, -2'=0; S = 0, S' = zu gleicher Zeit genügen, auch 
die Gleichungen yc2 + x'-T' = , xS + x'S' = durch ihre 
Coordinaten erfüllen. Aus ihr ergiebt sich mit Rücksicht auf 
den vorigen Abschnitt, dass ihre Polaren, die durch die auf 
der Graden S' = liegenden Punkte des Kegelschnitts gehen- 
den Graden desselben, durch die Gleichung 

9. z/8S' — 30'S = 
gegeben sind. 
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In gleicher Weise ist ausser im Falle der Degeneration des 
Kegelschnitts 2^=0 

2J^r = J^S\ — 3&S 
und darum 

^»S'o — 30'S = O 10. 

die Gleichung der durch den Punkt J? = gehenden Graden 
des Kegelschnitts 2=^0 und 

^3^ — 30'^ = O 11. 

die Gleichung der auf den durch den Punkt -^ = gehenden 
Graden des Kegelschnitts liegenden Punkte desselben. 

Wenn der Punkt :s' = der Pol der Graden S' = und 
also die Grade S' = die Polare des Punktes 2' = Ö ist, so 
stellen übrigens die Gleichungen 8. und 11», 9. und 10. das- 
selbe dar, und es ist somit in diesem Falle 

& = 0'. 
Stellen wir die unendlich ferne Grade durch die Gleichung 
B = dar , indem wir 

R == «J + «1 + «S + äa^ag + 2a^a^ + 2a^a^ 
annehmen , so ergiebt sich nach dem vorigen Abschnitt als die 
Gleichung ihres Pols d. i. des Centrums die Gleichung" JP = 0, 
wofern wir «^^ = aj, «23= «gcig , u. s. f. und 
JP = «iia! + «2 2^5 + a8 3aj + 2a^^^^d.^ +^aQ^a,^&i 

. +2d^^B,^A^ 
setzen. Es bestehen alsdann, wenn 

I^= Aj^a, + ^»a, + ^3*8 — (^2 "f" ^3 — ^1) *2^s 

— (A3 + ^1 — Ag) aga^ — (Aj + ^2 — K) ^i^i 
gesetzt wird und also die Gleichung T=0 die auf der unend- 
lich fernen Graden liegenden Punkte des Kegelschnitts darstellt 
und ferner die Gleichung © = die Gleichung der zu ihnen 
gehörigen Graden des Kegelschnitts ist, die Relationen 

^8j^= ^3jp_ ^2, J^Gt=J^H— ^8; 12. 
aus ihnen erhellt, dass die auf der unendlich fernen Graden 
liegenden Punkte des Kegelschnitts auch durch die Gleichung 

und die zu ihnen gehörigen Graden des Kegelschnitts — die 
harmonischen Hauptdiametrallinien (Asymptoten) — 
durch die Gleichung 

dargestellt sind. 
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Die Beschaffenheit und Anzahl der harmonischen Haupt- 
diametrallinien richtet sich natürlich nach derjenigen der zu 
ihnen gehörigen Punkte des Kegelschnitts. Die Ellipse hat 
zwei imaginäre, die Parabel zwei mit der unend- 
lich fernen Graden zusammenfallende und die Hy- 
perbel zwei reelle harmonische Hauptdiametral- 
linien. 

Eine Eigenschaft dieser Oraden ist die folgende: Der in- 
nere Mittelpunkt einer jeden Graden in Bezug a.uf 
die auf ihr liegenden Punkte des Kegelschnitts ist 
zugleich ihr innerer Mittelpunkt in Bezug auf die 
auf ihr liegenden Punkte der harmonischen Haupt- 
diametral li nie n; denn die durch ihn und den unendlich 
fernen Punkt der Graden gehenden Diametrallinien sind in Be- 
zug auf den Kegelschnitt polar und somit harmonisch conjugirt 
in Bezug auf die harmonischen Hauptdiameträllinien. Ins- 
besondere bestimmt daher jede Grade des Kegel- 
schnitts auf den harmonischen Hauptdiameträl- 
linien zwei Punkte, die von dem ihr zugehörigen 
Punkte des Kegelschnitts gleich weit entfernt sind. 

Von Wichtigkeit ist die Bemerkung, dass in Folge der 
Gleichungen 12. der Kegelschnitt ausser im Falle der Parabel 
in den Formen 

jjp—r^o, jn-Gt = o 

darstellbar ist. Insbesondere ist, wenn wir, 
2= sjaj + sjaj + sjaj — 2S2S3 cos Aia2as 

— 2S3S1 cos Agajjai — 2s^s^ cos Asa^a, 
setzend, die imaginären Kreispunkte durch die Gleichung S=0 
repräsentiren , wegen JT === A2 der Kreis durch die Gleichung 

^J> — IS = 
darstellbar; es erhellt daraus, dass durch die Gleichung 

wenn 2=0 die Gleichung eines nicht |iuf der unendlich fer- 
nen Graden liegenden Punktes ist, im Allgemeinen ein Kreis, 
dessen Centrum dieser Punkt ist , für x = die imaginären 
Kreispunkte und für x' = ein Punkt dargestellt wird ; im 
Falle der Punkt 2=0 auf der unendlich fernen Graden liegt, 
repräsentirt sie, wie weiter erhellen wird, einen oder zwei 
Punkte derselben. 
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8. Ein Rückblick auf die im ersten Theile gegebenen 
Gruxidforroeln der analytischen Geometrie lässt die merkwür- 
dige Stellung erkennen, welche die imaginären Kreispunkte und 
Kreislinien in derselben einnehmen. Von den imaginären 
Kreispunkten und den imaginären Kreislinien und 
neben ihnen von der unendlich fernen Graden als 
ihrer Verbindungslinie und dem endlich fernen 
Punkte als ihrem Durchschnittspunkte erscheint als 
abhängig die gesammte Metrik der geometrischen 
Gebilde; sie ist eine absolut feste, soweit sie von den imagi- 
nären Kreispunkten, welche als die Punkte, durch welche alle 
Kreise hindurchgehen, in der Ebene fest liegen, dagegen nur 
eine relativ feste, soweit sie von den in der Ebene nur relativ 
festliegenden , weil von der Wahl des Fundamentaldreiecks ab- 
hängigen imaginären Kreislinien abhängt. 

Wir geben als für die Folge nothwendig diese Formeln 
neben einigen andern aus ihnen abgeleiteten in einer diese Ab- 
hängigkeit der Metrik von den imaginären Kreispunkten — die 
imaginären Kreislinien ziehen wir nicht weiter in den Bereich 
unserer Betrachtung — so recht zur Anschauung bringenden 
Form. Wir schicken dazu als bei der Herleitung derselben 
aus dem ersten Theile zu beachten voraus , dass , wenn 

^11 '^^^ ^1^ 19 ^^2 8 ^^ ^2^ 3 I ^3^ 2» U. S. I. 

angenommen wird, 

4aii = (a2a'8 — aga'g)«, 

4ö2 3 == i^s^\ — ^i^\) (äi^^ — ^i^\)^ «• s. f. 
ist, und weiter dass die Relation 

(a^aia'i H H «23 (^2*^3 + aga'j,) H )« = 

(«iiaJ-4 häajjsagaaH )(aiia';-| hSagsa'ga'gH ) 

— ^ (an (aga's — aja^^)« -j 

+ 2^2 3 (^8^ 1 &!& 8/ (^1^ 2 *2^ 1) H ) 

und als specieHer FaU derselben die schon im ersten Theile 

gegebene Relation 

(s>ia\ -\ SjjSg cos Aj (ajja's + Si^et!^} )« = 

(sjaj H 2S2S3 cos A^agaj ). 

(sja'j H 2SaSs cos Aia'ga'g ) 

— 4J« (a^a^s-a^a', -t-.-.-)« 

besteht , und bemerken endlich , dass z. B. durch das Zeichen 
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^^ die Substitution der Coefficienten a^ ^ , a, g der Glei- 
chung S = an Stelle von aj, a^ag, in der Gleichung 

2^ = angedeutet werden soll. Die Formeln sind in den fol- 
genden Sätzen enthalten: 

Die von den zwei Graden S = gebildeten Winkel sind, 
wenn die ihren Durchschnittspunkt darstellende Gleichung 2=0 
der Gleichung S=»0 zug&o'rdnet ist, durch die Gleichung 

gegeben. 

Die Graden S = sind parallel, wenn VL^l == oder ihr 
Dürchschnittspunkt ein Punkt der unendlich fernen Graden ist 

Die Graden S = sind zu einander senkrecht, 
wenn 2» = oder entwickelt 

^1*11 "t" s«*»« I ^8*8 8 — ^s^Sg cosA|^a2 3 — äSjSj cos A^a^^ 

— 2Si82 cos Agaj , = 

ist d. h. wenn sie polar conjugirt sind in Bezug auf 
die imaginären Ereispunkte. Der Orthogonalpunkt 
einer Graden ist ihr Pol in Bezug auf sie. 

Die Entfernung der zwei Punkte -2==0 von einander ist, 
wenn die ihre Verbindungslinie darstellende Gleichung S == 
der Gleichung ^ = zugeordnet ist, durch die Gleichung 

13. »i(J* = 4S 

gegeben. 

Den senkrechten Abstand des Punktes J = von der Gra- 
den S = .0 giebt die Gleichung 

14. »a^aitt» = 4J«:Sk = 4J«Sa. 

Das Product der senkrechten Quadratabstände der Punkte 
^ = von der Graden S == iät durch die Gleichung 

bestimmt 

Das Product der senkrechten Quadratabstände des Punktes 
^==0 von den Graden S' = giebt, wenn die ihren Durch- 
schnittspunkt darstellende Gleichung ^=0 der Gleichung S'=0 
zugeordnet ist, die Gleichung 

15. »ä (2» + 16J«»«') 11^ ^i'^ = 16J*2;,=- IßJ^S'J. 

0. Die Polaren der imaginären Ereispunkte 2=0 geben 
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wir durch die Gleichung S = öder in entwickelter Form 
durch die Gleichung 

fSj«? + »1«! + K< — SSgSs cos Aia2«8 

— 2S3S1 cos A2«8^i — ^^1^2 cos AsCfiOfg = 0, 
die wir als so beschaffen annehmen, dass die Ausdrücke J^S 
und ^^S durch die Substitutionsgleichungen 7. und 6. des 
6. Abschnitts in einander übergehen. Die Coefficienten der- 
selben stehen in einer durch ihre Form angedeuteten leicht 
erkennbaren Beziehung zu dem durch die Pole und Polaren 
der Seitenlinien und Eckpunkte des Fundamentaldreiecks 

V^ll» ^121 ^is)? v^2H ^22» ^23)1 (^81» ^32» ^38/ 



^IH *12J ^iSn l^21> ^22? *28U 1^81» ^3 2» *33 

bestimmten Dreieck. Dieses Dreieck und das Fundamental- 
dreieck sind sogenannte in Bezug auf den Kegelschnitt ein- 
ander polar conjugirte Dreiecke; die Seitenlinien und 
Eckpunkte des einen sind die Polaren und Pole der entsprechen- 
den Eckpunkte und Seitenlinien des andern. Mit Rücksicht 
auf den 14. Abschnitt des ersten Theils ersieht man aus den 
obigen Formen sofort, dass zwei solche polar conjugirten 
Dreiecke e|nen Collineationspunkt und eine Colli- 
neationslinie haben. In dem gegenwärtigen Falle sind 

deren Formen {—, r^, ~) und r^, r^, r^. 

\"2 3 "81 "12/ **2 3 '"•Sl *12 

lO. Auf Grund der Eigenschaft der Gleichungen eines 
Kegelschnitts und seiner Polarcurve, dass die Ausdrücke z/*S', 
^^JS'q und z/*2', ^^S'o durch die Substitutionsgleichungen 6. 
und 7. in einander übergehen, lassen sich ohne Weiteres aus 
den im 8. Abschnitte gegebenen Sätzen diesen polar entspre- 
chende entnehmen. So führt , um ein Beispiel anzuführen, der 
Satz 14. auf den Satz : 

Den senkrechten Abstand des Pols der Graden S' = von 
der Polare des Punktes ^ = giebt die Gleichung 

1>,.S^.^2 = 4j2S'^, == 4J2X^ 16. 

üebrigens ergiebt sich aus diesen beiden Sätzen unmittel- 
bar, dass der senkrechte Abstand des Punktes (a^, «gj "s) 
von seiner Polare [a^ , a^ , ag] durch die Gleichung 

^«RSiu2 =4J2S2 oder J'JPSfi^ =4J^2^ 
gegeben ist; es folgt daraus: Alle Punkte, die von ihren Po- 

Schendel, Elemente der anal. Geom. 'j 
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laren einen und denselben Abstand haben, liegen auf einer — 
nach der Gleichung so benannten — Curve vierten Grades, 
und alle Graden , von denen ihre Pole denselben Abstand haben, 
umhüllen eine solche. 

II. Repräsentiren wir die Punkte (a^, «g, «g), {a\, 
«2? ^'s) durch die Gleichungen -^ = 0, ^ = 0, so sind die 
in Bezug auf sie harmonisch conjugirten Punkte (x, x'), (x, — -/) 
offenbar durch die Gleichung %^2 — x'^^ = dargestellt 
Jede zwei in Bezug auf die Punkte -S=0, ^ = har- 
monisch conjugirte Punkte stellt daher die Glei- 
chung 7c2 + yi2' = und ebenso jede zwei in Bezug auf 
die Graden S=0, S'=0 harmonisch conjugirte Grade 
die Gleichung xS + x'S'==0 dar. 

Sind JJ = , 2' = die Gleichungen je "zweier Punkte 
einer Graden, so können diese durch die Formen 

. («1, «2, «a)» («'i7 «2^ «'s); (^7 ^>t'), (A, T) 
gegeben und demnach 

:?=xi («lai + «2^2 + «8*3)^ + "^'^' («'l^l + «2^2 + «'s^s)^ 

+ (xr + In) 2 
gesetzt und ebenso, wenn 

zwei andere Punkte derselben Graden sind, diese durch die 
Gleichung 

(xv{a^Q.^ + «2^2 + «3^3)^ + i^tV (a lai + cc\b,^ -f a\B,^y 

dargestellt werden; daraus aber ist sofort zu ersehen, dass 
diese beiden Punkte nur dann durch eine Gleichung von der 
Form x^ + x'^ = darstellbar sind , wenn 

yX iiv 

xA y, V 

isjt d. h. nach der Formel 20. des 26. Abschnitts des ersten 
Theiles, wenn die in Rede stehenden Punkte sechs Punkte in 
Involution sind. Wenn also die Gleichungen -S=0, -^=0 
je zwei Punkte einer Graden darstellen, so sind 
durch sie und die Gleichung xJ^ + x'^ = sechs 
Punkte in Involution, und ebenso wenn die Glei- 
chungen S = 0, S' = je zwei Grade eines Punktes 
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darstellen, durch sie und die Gleichung xS+x'S' = 
sechs Grade in Involution gegeben. 

In dem besondern Falle, dass die Gleichung -^=0 einen 
oder zwei zusammenfallende Punkte darstellt, kann der obigen 
Bedingungsgleichung die Form 



2 



/ / 



gegeben werden; es folgt daraus in Erinnerung an die Formel 12. 
des 8. Abschnitts und im analogen Falle an die Formel 3. des 
7. Abschnitts des ersten Theils der Satz: Stellt die Glei- 
chung 2=^0 zwei Punkte und die Gleichung J? = 
den Innern Mittelpunkt ihrer Verbindungslinie in 
Bezug auf sie dar, so repräsentirt die Gleichung 
x2'+z'JS' = zwei Punkte dieser Graden, in Bezug 
auf die jener Punkt auch der innere Mittelpunkt 
ist, und stellt die Gleichung S = zwei Grade und 
die Gleichung S' == eine Winkelhalbirungslinie 
ihres Durchschnittspunkts in Bezug auf sie dar, so 
repräsentirt die Gleichung itS + x'S' = zwei Grade 
dieses Punktes, in Bezug auf die jene Grade auch 
eine Winkelhalbirungslinie ist. 

Stellen die Gleichungen -^ = 0, ^ = je zwei Punkte 
einer Graden dar, von denen das eine Paar harmonisch con- 
jugirt in Bezug auf das andere ist, so haben u. a. die Glei- 
chungen 



«2 2 ==«2« 2» «8 3 =«3« 3' ^^2 3 == «2«'3 +«3« 



a 



22 



3** 3 

= x2a| — x^a'l, a'33 



2 



x^aj — '/^a'l^ 



«23 == >t*«2«3 — ^'^'^« 2«'s 



und demgemäss die Belation 

«22« 33 "H «33« 22 ^«23« 23 ""^ 

statt Zwischen den Coefficienten der je zwei in Be- 
zug auf einander harmonisch conjugirte Punkte 
darstellenden Gleichungen -^=0, J?==0 bestehen 
daher die Relationen 

«22« 83 "f" «33« 22 2a23«23^'^^> 

«33« 11 +«11« 33 - 



a, ,a «o + «2«« 



-2a3ia'3i==0, 

11»* 2 2 ~r~ "2 2"' 11 2ai2« 12 =^ ^ 

oder es sind also die drei ersten Coefficienten der 
in Bezug auf sie gebildeten Gleichung F' = Null; 

7* 
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und umgekehrt deutet diese Beziehung unter den Goefficienten 
zweier solcher Gleichungen die harmonische Eigenschaft der 
durch sie dargestellten Punkte an. Denn sind (a^, a^i ^s)? 
(a\, a',, a\); (x, x'), (X, l') ihre Formen, so kann 

«11 = «i«'i 1 2ag8 = «2« 8 + «sa'j , u. s. f. 
et' j ^ = xXaJ 4" >t'X'o'J + (xX' -4- ^^0 «1 1 1 

a'gj = ^^«2«3 + '^'^'d ^a\ + (xX' + Xx') a^j , u. s. f. 

gesetzt werden, und jene vorausgesetzten Relationen führen auf 
die Gleichungen 

(xX' + Xyd) a^ 1 = 0, (xA' + Iy!) a^ ^ = , (xX' + Ax') a^ s = 

und damit auf 

xX' -|- Xx' = d. i. X = X, X' = — x'. 

In gleicher Weise zeigt das Verschwinden der drei 
ersten Goefficienten der in Bezug auf die je zwei 
Grade darstellenden Gleichungen S==0, S'=0 ge- 
bildeten Gleichung ö>' = an, dass sie in Bezug auf 
einander harmonisch conjugirt sind. 

19. Die auf der Fundamen tallinie |1, 0, 0| liegenden 
Punkte des Kegelschnitts werden durch die Gleichung 

dargestellt, und es gilt daher für sie, weil die auf ihr liegen- 
den Punkte durch die Form (0, a^i «s) dargestellt sind, die 
Gleichung 

»2 2«! + ^ssaj + 2^^^a^a^ = 0. 
Unterscheiden wir sie, die wir durch B^, B'^ bezeichnen, durch 
die Formen (0, «g, «g), (0, a ^ , a'g) von einander, so ist dem- 
gemäss einerseits 

«2 « 2 *S3 

andererseits aber, wenn die Fundamentalpunkte durch A^, Ag, 

A3 gekennzeichnet werden, nach Formel 10. des 8. Abschnitts 

des ersten Theils 

«3 ^ A^Bi «3 ^ AgB'i 
a^ A3B1 ' a\ A3B'i ' 

folglich also 

AgJP^ . Ag-P 1 ^2 2 

A3B1 . Asi» 1 a3 3 
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Daraus folgt: Die auf den den Eckpunkten A^, A^, 
A3 eines Dreiecks entsprechenden Seitenlinien lie- 
genden Punkte des Kegelschnitts Bj, B'^; Bg, B\; 
B3, B'3 liegen so, dass 

Agjjj^ . A^-D I . A3JJ2 « A3J5 2 « -^i^s • A^-D g - _| - 

A-g-Dj . AgX) I • A^i$2 • AjJj 2 • A2ßg • A2i3 3 

(Carnot's Satz) ist. 

In dem besondern Falle, wo die FundamentaJlinien nur je 
einen Pun]kt mit dem Kegelschnitt gemein haben, ist 

?^ __. ^23 ujj^ g^JgQ AgB^ . AgB^ ■ A^Bg ^23^81^1 2 

ofg a33 AsB]^ . A^x52 . A2B3 ^11^22^33 

daneben aber 

alg — a2 2^3s = Ö9 ^Äi *3d^ii = 0, ajg ^11^22 = 
und folglich 

^^ =2(a23a3iai2 ^*ii3'a2^3s)» ^as^si^i» = ^11^32*83- 
Daraus ergiebt sich: Die auf den den Eckpunkten A^, 
A2, A3 eines Dreiecks entsprechenden Seitenlinien 
liegenden Punkte des Kegelschnitts Bi, B2 , B3 lie- 
gen, wenn Vorausgesetztermassen jene Seitenlinien 
zugleich Grade desselben sind, so, dass im Falle der 
Nichtdegeneration des Kegelschnitts 

A3r)j . A]^f>2 . A2153 

dagegen aber 

A2B^ . A3B2 . A^.P3 I ^ 

""^3^1 • -^1^2 • A2 "s 

(Theorem desMenelaus) ist, wenn der Kegelschnitt 
in eine Grade — eine andere Degeneration ist im gegen- 
wärtigen Falle nicht möglich — degenerirt. 

Die durch den Fundamentalpunkt (1, 0, 0) gehenden Gra- 
den des Kegelschnitts sind durch die Gleichung 

«3 3«S + «2 2«! — 2^2 3«2«3 = 

gegeben, folglich besteht diese von der oben gegebenen im 
Wesentlichen nur durch ein Vorzeichen sich unterscheidende 
Gleichung auch für die Durchschnittspunkte dieser Graden mit 
der Fundamentallinie |1 , 0, 0| und es gelten somit die den obi- 
gen analogen Sätze: Die auf den durch die Eckpunkte 
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A|, A,, As eines Dreiecks gehenden Graden des 
Kegelschnitts liegenden Punkte der entsprechenden 
Seitenlinien B,, B',; B,, B'^; B3, B'j liegen so, dass 

AjBj . AgB'i . AjBg . A^B'j , AgBj . AgB'g 

ist. Die auf den durch die Eckpunkte A,, Ag, A3 
eines Dreiecks gehenden Graden des Kegelschnitts 
liegenden Punkte der entsprechenden Seitenlinien 
Bp B2, B3, liegen, wenn Vorausgesetztermassen jene 
Eckpunkte zugleich Punkte desselben sind, so, dass 
im Falle der Nichtdegeneration des Kegelschnitts 



A2D1 • A3I52 . A^ij^ 



+ 1, 



A3IJ1 •A^x52 . Ajöß 

dagegen aber 

(Ceva's Theorem) ist, wenn der Kegelschnitt in einen 
Punkt — eine andere Degeneration ist in diesem Falle un- 
möglich — degenerirt. 

Unschwer erkennt man, dass alle diese Sätze auch die üm- 
kehrung zulassen; sie lautet: 

Wenn auf den Seitenlinien eines Dreiecks AjAgAg 
sechs Punkte Bi, B',; Bg, B\\ B3, B'3 so liegen, dass 

A2P1 » A2l> 1 . A3I52 >^A,qxj 2 • Aj^r>3 . Ajö 3 ^ 



A3B1 . A3B I . A^B2 • Aj^B 2 • A2B3 . A2B 



3 



ist, so sind sie Punkte eines Kegelschnitts und ihre 
Verbindungslinien mit den Eckpunkten Grade eines 
Kegelschnitts. 

Wenn auf den Seitenlinien eines Dreiecks AjAjAj 
drei Punkte B,, B^, B3 so liegen, dass 

AgB^ . A3B2 . A^B3 . ^ 

ist, so liegen sie auf einer Graden und ihre Verbin- 
dungslinien mit den Eckpunkten sind Grade eines 
durch diese gehenden Kegelschnitts, liegen sie da- 
gegen so, dass 

A2-Pi • A3.P2 . A^t>3 ^^^ ^ 

As-Dj • Aj^xS^ . A2i>3 
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ist, so gehen ihre Verbindungslinien mit den Eck- 
punkten durch einen Punkt und sie sind Punkte 
eines an den Seitenlinien liegenden Kegelschnitts, 

Auch erhellt das Bestehen der folgenden einander dua- 
listisch entsprechenden Sätze, von denen jeder zugleich die 
ümkehrung des andern ist: Die Verbindungslinien der 
auf den Seitenlinien einesDreiecks liegenden Punkte 
eines Kegelschnitts mit den Eckpunkten sind Grade 
eines Kegelschnitts. Die Durchschnittspunkte der 
durch die Eckpunkte einesDreiecks gehenden Gra- 
den eines Kegelschnitts mit den Seitenlinien sind 
Punkte eines Kegelschnitts. 

Endlich bemerken wir,- dass zufolge der Formel 6. des 
7. Abschnitts des ersten Theiles oder vielmehr der ihr dua- 
listisch entsprechenden in den Formeln 17. und 18. vor jeden 
Factor auch das Zeichen sin treten kann und dass selbstver- 
ständlich diesen Sätzen dualistisch entsprechende zur Seite ge- 
stellt werden können. 

13. Die der Gleichung xS + x'S' = zugehörige 
Gleichung in Liniencoordinaten ist 

K^J2 — 2xx'ö>' + %'«z/'^ = 

-— die Discriminanten sind im Degenerationsfalle wegzulassen — , 
denn es ist 

(xa^j + xV2a) (xa3 3 + XV33) — (xags + xV^j)« = 

— x^z/a^i + xx'/?'i3L — x'^^'a\i 
N3 1 + x'a's JCxa^ 2 + X a'i 3)—(xaj5 3 + xV, »Xxai ^ +x a\ J = 

— x2^a^3 + xx'/J'j3 — x'*^Vj,3 u, s. t 

Schreibt man sie in der Form 

X (kJ2 — x'ö>') + X {%J'2' — X©') = 0, 
so sieht man , dass der* Kegelschnitt xS + x'S' = an den 
gemeinschaftlichen Graden der Kegelschnitte 

}iJ2 — x'ö>' = 0, yiJ'I" — xÖ>' = 

hegt und demgemäss jede dieser Graden eine Grade der durch 
die Gleichung 

— die Discriminanten fallen im Degenerationsfalle weg — dar- 
gestellten Curve ist, und erkennt umgekehrt, dass jede Grade 
dieser Curve einem der durch die Gleichung xS + x'S' = 



J,r 
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dargestellten Kegelschnitte angehört, eine Eigenschaft, die die 
Punkte, durch welche die Kegelschnitte S = und S' = 
oder alle durch die Gleichung xS + '^'S' = gegebenen 
Kegelschnitte gehen, offenbar besitzen; in Anbetracht des- 
sen und aus dem Umstände, dass die Gleichung der Curve 
allein abhängig ist von den Gleichungen S = und S' = 0, 
ist daher zu schliessen , dass durch sie jene Punkte dargestellt 
werden; sie giebt als eine Gleichung vierten Grades die An- 
zahl derselben im Allgemeinen als vier an. 

In entsprechender Weise ist die der Gleichung xj 
+ x'-?=0 zugehörige Gleichung in Punktcoordi- 
naten 

19. x2^S — 2xxF' + X «^'S' = 0, 

und die allen durch sie dargestellten Kegelschnit- 
ten gemeinschaftlichen — im Allgemeinen vier — Gra- 
den werden durch die Gleichung 

F'3 — ^z/SS' = 

gegeben; die Discriminanten fallen natürlich auch in diesen 
Gleichungen im Degenerationsfalle fort. 

In dem Falle , dass durch S' = eine Grade und durch 
^ = ein Punkt dargestellt wird, reduciren sich die gegebenen 
Gleichungen vierten Grades auf 

(P' = 0, F' = 

und repräsentiren in Uebereinstimmung mit dem 3. Abschnitte 
die auf der Graden liegenden Punkte und die durch 
den Punkt gehenden Graden des Kegelschnitts. Die- 
ser Umstand legt die Frage nach der allgemeinen Bedeutung 
der letzt geschriebenen iSleichungen nahe. 

Zwischen den Coefficienten der in Bezug auf die Kegel- 
schnitte S=0, S" = 0; S'=0, S"=0 gebildeten Gleichungen 
0" == und Ö>''' = bestehen die Relationen 

+ « 42^12* la H" ^ 33*13* 18 "l~ ^ 23 (*12* 13 H" *13* I2) 

+ « 81 (*13*11 + *11* 13) "H ^ 12 (*11* 12 + *1Ä* 11)! 

+ (/^ 11* 11 + P 22* 22 + /^ 83* 88 + ^/J^S* 23 

+ 2/?'si*%i+2/^12*"l2)*"ll, 

u. s. f. ; degenerirt daher der Kegelschnitt S" = in eine Grade, 
in welchem Falle die Gleichungen a>"==0, (P''' = die auf 
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der Graden S" = liegenden Punkte der Kegelschnitte S = 0, 
S' = darstellen , so ist , wenn zugleich 

P 11* 11 + P 32* 2« + Pas* 33 + 2p 28* «3 + ^ß 31* 31 

ist, 

ß^\^ß^\z + ß'\^ß''\^ — 2/9"2 3/9'''j,3 == 0, u. s. f. 
oder also, wenn die Grade S"=0 eine Grade des Kegelschnitts 
(2)' = ist , die auf ihr liegenden Punkte der Kegelschnitte 
8 = 0, S' = vier harmonische Punkte. Der Kegelschnitt 
(D'==0 ist demnach der Ort der Graden, auf denen 
die Kegelschnitte S==0, S'==0 vier harmonische 
Punkte, und ebenso der Kegelschnitt F' = der Ort 
der Punkte, durch welche die Kegelschnitte ^=0, 
:S' = vier harmonische Grade bestimmen. 

Eine Eigenschaft dieser Oerter ergiebt sich sofort aus dem 
Umstände, dass die den Kegelschnitten 

yLJ2 — X Ö>' = 0, X z/:S' — xO)' = 
gemeinschaftlichen Graden durch die Durchschnittspunkte der 
Kegelschnitte S = 0, S' = gehen, fär x' = und x = 0: 
Die Graden der Kegelschoitte S==0 undS' = 0, die 
durch ihre gemeinschaftlichen Punkte gehen, sind 
Grade des Kegelschnitts (2)'=:0 und in gleicherweise 
die Punkte der Kegelschnitte 2'=0 und ^==0, die 
auf ihren gemeinschaftlichen Graden liegen, Punkte 
des Kegelschnitts F' = 0. 

Femer folgt aus den ausser für den Degenerationsfall gel- 
tenden Gleichungen 

2J^r =z/»S'o — 30'S, 
dass auch die dem Kegelschnitt S = und der Polarcurve des 
Kegelschnitts S' = in Bezug auf ihn gemeinschaftlichen Gra- 
den Grade des Kegelschnitts ö>' = und die dem Kegelschnitt 
^ = und der Polarcurve des Kegelschnitts J? = in Bezug 
auf ihn gemeinschaftlichen Punkte Punkte des Kegelschnitts 
F = sind. 

Endlich bemerken wir in Erinnerung an die Gleichungen 3, 
des 3. Abschnitts, dass die der Gleichung ö)' = zuge- 
hörige Gleichung in Punktcoordinaten 

3©S + 3©'S' + 2JJ'r = 
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und die der Gleichung F'==0 zugehörige Gleichung 
in Liuiencoordinaten 

302 + S&I" + 2JJ'0' = 
ist, ohne die aus diesen Gleichungen, in welchen die bisher, 
noch nicht genannte Grösse 

30 = z/(a'iian +a28agsj + a'ggajg + 2a2sa23 

+ 2a8ia9i + 2a,\^ai^) 
angenommen ist und im Degenerationsfalle die Discriminanten 
fortfallen , unmittelbar und vermittelst der letzten Gleichungen 
unter Beachtung der Relationen 

sich ergebenden Eigenschaften der Kegelschnitte <p'=0, F=0 
anzugeben. 

Die auf der Graden S" = liegenden Punkte des Kegel- 
schnitts xS -h x'S' == sind durch die Gleichung xCP" + x'ö>''' 
= gegeben; es bestimmen daher auf einer jeden Gra- 
den die Kegelschnitte S =0, S' = 0, xS + xS'==0 
sechs Punkte in Involution und ebenso durch jeden 
Punkt die Kegelschnitte ^=0, -S'=0, x-2'+x'^ = 
sechs Grade in Involution, 

14. Die Gleichung F' = 0, gebildet in Bezug auf den 
Kegelschnitt J=0 und zwei Punkte 2' = 0, stellt den Ort 
eines Punktes dar, für welchen die durch ihn gehenden Graden 
des Kegelschnitts in Bezug auf seine Verbindungslinien mit 
jenen zwei Punkten harmonisch conjugirt sind. Sind insbe- 
sondere jene beiden Punkte die imaginären Kreispunkte, so 
bezeichnet die Gleichung F' = 0, die dann, 
^ = sjaii + sjagg + sjagg — 2s2Ss cos Ajagg 

— 2S3S1 cos A2a3i — 2SjlS2 cos Aga^g 
gesetzt, wegen 30'== JA und demgemäss zufolge der Gleichung 

20. 2j^r == jm — ^^s 

die Form 

^S — ^2S = 
annimmt, den Ort des Durchschnittspunktes je zweier 
zu einander rechtwinkliger Graden des Kegel- 
schnitts. Er ist im Allgemeinen ein Kreis, dessen 
Centrum das Centrum des Kegelschnitts ist; denn 
es ist, da man unter Berücksichtigung, dass die der Gleichung 
2=0 zugeordnete Gleichung — 4J*R = ist, für die in 
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Bezug auf den Kegelschnitt und die imaginären Kreispunkte 
gebildete Function O' wegen 30' == — Ai^A die Gleichung 

2z/* (D' = — 4J* (J^F — AS) 
erhält , die der Gleichung F = zugehörige Gleichung in 
Liniencoordinaten 

— 4J*z/l> + ^i;=0. 
In zwei Fällen ist der Ort kein Kreis , und zwar in den Fällen, 
wo die harmonischen Hauptdiametrallinien auf ein- 
ander senkrecht sind, ausser im Falle der Parabel, wenn 
^ = ist Der Kegelschnitt, für den die Relation -^ == 
gilt, ist eine Hyperbel; wir nennen ihn einen hyperbolischen 
Kreis (gleichseitige Hyperbel) und bezeichnen zum Unter- 
schiede 7on diesem den gewöhnlichen Kreis als einen ellip- 
tischen. Den Grund zu dieser Benennung werden die nach- 
folgenden Untersuchungen klarlegen; hier bemerken wir nur, 
dass die Relation A = zugleich die imaginären Kreis- 
punkte als polar conjugirt in Bezug auf den hyper- 
bolischen Kreis characterisirt , und dass man demzufolge 
diese als die anharmonischen Hauptpunkte der unendlich fernen 
Graden in Bezug auf ihn auffassen kann; in Bezug auf den 
elliptischen Kreis sind sie die harmonischen Hauptpunkte der 
unendlich fernen Graden. Der elliptische Kreis ist eine 
Ellipse, in Bezug auf welche die imaginären Kreis- 
punkte die harmonischen, der hyperbolische Kreis 
eine Hyperbel, in Bezug auf welche sie die anhar- 
monischen Hauptpunkte der unendlich fernen Gra- 
den sind. Jener Ort degenerirt im Falle des hyper- 
bolischen Kreises in die Polaren der imaginären 
Kreispunkte, und ebenso degenerirt er in zwei Grade im 
Falle der Parabel, da in Folge des Umstands, dass das Cen- 
trum derselben auf der unendlich fernen Graden liegt, die 
letzte Gleichung einen Punkt darstellt. 

Um dieses Letztere darzuthun, knüpfen wir hieran die an 
und für sich nöthige Darstellung der der im Allgemeinen einen 
Kreis vom Centrum des Kegelschnitts bezeichnenden 
Gleichung xJP + %'JS = zugehörigen Gleichung in Punktcoor- 
dinaten. Sie muss, da die P=0 zugehörige Gleichung = 
ist, von der Form 

2xK F' -f. 4J^%'«R = 



108 Erstes Kapitel. 

sein , wo die Function F' = , gebildet in Bezug auf das Cen- 
trum und die imaginären Kreispunkte, die Verbindungslinien 
desselben mit diesen darstellt. Diese Verbindungslinien sind 
als durch die Durchschnittspunkte der unendlich fernen Graden 
B = und des Kreises ^S — J^S = und als durch das 
Centrum, den Durch schnittspunkt der harmonischen Haupt- 
diametrallinien J^Wi — -^S = und der Polaren der Kreis- 
punkte S ==r , gehend durch die Gleichung 

^j^n — ^ MS — j^f§) = 0, 

weil auch in der Form ^ (z/^R — ^S) + ^J^B = dar- 
stellbar, gegeben, auch im Falle des hyperbolischen Kreises 
und der Parabel, da sie im ersten Falle, weil die imaginären 
Kreispunkte in Bezug auf den hyperbolischen Kreis polv con- 
jugirt sind, deren Polaren sind und im zweiten Falle mit der 
unendlich fernen Graden zusammenfallen. Demnach ist, unter 
fi eine vorläufig noch unbestimmte Constante verstanden, in 
jedem Falle 

2^F' = AJ^WL — ^ MS — J^) 
und also die in Rede stehende Gleichung von der Form 
x' ((x^z/» + 4J«x» R — %A {AS — jm)) = 0, 
und man erhält, da die Constante [ti sich hieraus durch den 
Umstand, dass die der Gleichung — 43^JI^ + AS=0^ sofern 
sie einen Kreis darstellt, zugehörige Gleichung in Punktcoordi- 
naten ^S — J^ü = ist, indem darnach tlAJ^ + 4J*x'^ für 
X = — 4J*^, X =A Null sein muss, als die Grösse J^ be- 
stimmt, somit als die der Gleichung xJ? + x'2=0 zuge- 
hörige Gleichung 

X (J^ iyiA + 4J2z/x) R — x^ MS — Jm)) = 0. 

In der That zeigt sie, dass die Gleichung — 4:i'^JF-{- AS=0 
im Falle der Parabel einen Punkt darstellt , da sie die Form 
= annimmt. 

Wir bemerken dazu noch Folgendes: Die Gleichung xP 
+ ^'-2 = stellt in Liniencoordinaten und die Gleichung xB 
+ y^' MS — z/2||) = in Punktcoordinaten im Allgemeinen 
einen Kreis und nur in besonderen Fällen Punkte und Grade 
dar; wir fassen demgemäss diese Punkte und Grade als solche 
auf, in die der Kreis degenerirt. 
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Die elliptischen und hyperbolischen Brennpunkte. 
Das Prinzip der Continnität. 



15. Die Anzahl der Graden, welche die imaginären Kreis- 
punkte mit dem Kegelschnitt gemein haben, ist vier; zu ihnen 
gehört, da sie sowohl Grade des Kegelschnitts, als auch Grade 
der imaginären Kreispunkte sind, ein sich selbst in Bezug auf 
den Kegelschnitt sowohl, als auch die imaginären Kreispunkte 
polar conjugirtes Dreieck als Diagonaldreieck. Zu den Seiten- 
linien und Eckpunkten desselben gehört offenbar die unendlich 
ferne Grade und deren Pol, das Centrum des Kegelschnitts; 
es müssen daher unter Berücksichtigung, dass die in Bezug 
auf die imaginären Kreispunkte polar conjugirten Graden zu 
einander rechtwinklig sind, die beiden übrigep Seitenlinien und 
Eckpunkte die zu einander senkrechten polar conjugirten Dia- 
metrallinien , die Hauptdiametrallinien, und deren Pole 
sein. Die vier Graden schneiden sich in sechs Punkten, von 
denen zwei, die imaginären Kreispunkte, auf der unendlich 
fernen Graden, die vier andern dagegen zu zweien auf den 
Hauptdiametrallinien liegen. Diese vier äusserst merkwürdigen 
Punkte nennt man die Brennpunkte des Kegelschnitts. 
Ihre Gleichung, durch die wir sofort auch auf die Gleichung 
der Hauptdiametrallinien geführt werden, muss von der Form 
x2 + x'i = sein , und zwar muss sie aus dieser Form für 
diejenigen Werthe von /w, x' erhalten werden, für welche der 
durch sie dargestellte Kegelschnitt in Punkte degenerirt. 

16. Der Kegelschnitt x^ + x'-^ = degenerirt für drei 
Werthe von x, x' in Punkte, denn die Bedingung, unter wel- 
cher dies stattfindet, wird gefunden, wenn man in der Gleichung 



— ^8 = 



^11 5 ^12» ^13 
^21 1 ^221 ^28 
^81 » ^82» ^33 



= 



an die Stelle von «in "237 ^i^ Grössen xa^^ -{- xV^, 

zajjs + ^Vgs, setzt, und ist daher durch eine Gleichung 

vom dritten Grade in Bezug auf x, x' gegeben. Jene drei 
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Werthe von x, x' sind die Wurzeln dieser Gleichung, in der 
— J^ der Factor von x^ und der Factor von x*x' die als die 
Grösse — 30' sich erweisende Determinantensumme 



^ 81 » ^32 ' ^38 



+ 



^111 ^ 121 0^18 



^211 ^221 ^ 



28 



^81» ^82 1 ^38 



+ 



^111 ^12 1 ^ 13 
^211 ^2 2 1 ^23 
^81 9 ^321 ^ 33 



und in gleicher Weise — J'^ und — 30 die Factoren von /^ 
und xx'* sind. Der Kegelschnitt x^+ x'^ = degene- 
rirt darnach in Punkte für die aus der Gleichung 

JH^ + 30x«x + 30xx'2 4- ^'»x 3 = 

sich ergebenden Werthe von x, x'. Und ebenso: Der 
Kegelschnitt xS-hx'S' = degenerirt in Grade für 
die durch die Gleichung 

^»x» + 30'x«x' + 30ytx « + ^'»x'3 = 

bestimmten Werthe von x, x'. 

17. Für %2 + yfS = nimmt die in Betracht kommende 
kubische Gleichung nach Unterdrückung des Factors x und 
Multiplication mit J in Folge der in diesem Falle statt haben- 
den Relationen 

30' = z/^, 30z/== — 4J2^ 

die quadratische Form 

JH^ + ^8^xx — 4J«^x'« = 
an; sie liefert, wenn die Grösse A durch die Gleichung 

eingeführt wird, die Werthe 

X = ^ + ^, X = — 2^« 

und damit die Gleichung der Brennpunkte des Kegel- 
schnitts 

Sie bezeichnet, da die Grösse A eines doppelten Vorzeichens 
fähig ist, die Anzahl derselben in der That als vier ; jede zwei 
einem Vorzeichen der Grösse A entsprechende Brennpunkte 
heissen wir zusammengehörig. 

18. In Erinnerung an die Gleichung 

und mit Bücksicht darauf, dass 
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A == S2S3 cos Ai^i + SgSj cos Ajj^2 + s^Sg cos A3A3 
gesetzt werden kann, kann die Grösse A^ auch in der Form 

A^ = ^\^\l\ + sJsJAJ + %\%\l\ — 2s;s,S3 cos A.A.^e 

~~*' ^SaSoS|^ COS ■AttAQ//« ■■■"• iuOoS^Sj cos aqA^A2 

oder 

^^=»jjs«(|y+sj(|y+sj(|y 

- 2s,s, cos A, (I) (I) - 2S3S, cos A3 (I) (I) 

- 2s,s, cos A, (I) (|) 

dargestellt werden; diese Gleichung kennzeichnet A^ als die 
mit s^s^sj multiplicirte Entfernungsconstante der reellen Graden 

Aj A2 A, 



JJ 

s?' s*' s? 

*-'! "8 "8 



und damit A als eine in jedem Falle reelle Grösse, zugleich 
zeigt sie, dass für den elliptischen Kreis, und nur für 
diesen, die Gleichung JL = besteht, und diese Gleichung 
somit, ebenso wie die Proportion A^ : Ajj : A3 = sj : sj : sj, die 
Bedingung angiebt, für welche die homogene Gleichung zwei- 
ten Grades einen elliptischen Kreis darstellt. 
Die durch die Gleichung 

A^ + 8J»^ = JL2 — 8J«^ 
mit einander verknüpften Grössen A^ A^ A sind neben der 
Grösse ^^, wie schon aus dem Bisherigen hervorgeht, von der 
hervorragendsten Bedeutung in der Theorie der Kegelschnitte. 
Während die Grösse J^ dadurch, dass sie sich als von der 
Null verschieden oder nicht verschieden erweist, Aufschluss 
darüber giebt, ob eine homogene Gleichung zweiten Grades 
einen eigentlichen Kegelschnitt oder Punkte und Grade dar- 
stellt, sind es diese zu den imaginären Kreispunkten und der 
unendlich fernen Graden in Beziehung stehenden Functionen, 
welche die besonderen Arten der Kegelschnitte, die Ellipse und 
Hyperbel, kennzeichnen, welche durch ihre besondere Beschaf- 
fenheit die individuellen Kegelschnitte, den elliptischen und 
hyperbolischen Kreis, und den Grenzfall der Parabel characte- 
risiren. Das Negativ- und Positivsein der Grösse 

A oder A^ — A'^ 
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bezeichnet den Gharacter des Kegelschnitts als Ellipse und 
Hyperbel, die Gleichung 

^ = oder JL« = -^^ 
characterisirt den Grenzfall der Parabel und die individuellen 
Kegelschnitte sind, der elliptische Kreis durch die Gleichung 

A = oder ^^ = — 16J«^ 
und der hyperbolische Kreis durch die Gleichung 

^ = oder JL« = + 16J*^ 
gekennzeichnet. 

19. Die der Erennpunktsgleichung zugehörige Gleichung 
in Punktcoordinaten giebt die Gleichung 19. des 13. Abschnitts 
unter Berücksichtigung der Gleichung 20. des 14. Abschnitts 
nach Division mit 2J^ — dieser Factor macht sie zur zuge- 
ordneten — in der Form 

— 8J2« + (-^ + ^) S == 0; 
sie stellt die Hauptdiametrallinien des Kegelschnitts 
dar, welche darnach in jedem Falle reell sind, v weil eine 
durch eine Gleichung mit reellen Coefficienten dargestellte Grade 
stets reell ist. 

Der Mittelpunkt der Hauptdiametrallinien in 
Bezug auf jede zwei zusammengehörige Brennpunkte 
ist* das Centrum, wie sofort aus der Brennpunktsgleichung 
in Erinnerung an die Schlussbemerkung des 5. Abschnitts zu 
erkennen ist. 

Die Hauptdiametrallinien sind die Winkelhalbirungslinien 
des Centrums in Bezug auf die harmonischen Hauptdiametral- 
linien. 

Es giebt im Allgemeinen nur 2 polar conjugirte Diametral- 
linien, durch welche die Winkel der harmonischen Hauptdia- 
metrallinien, und polar conjugirte Diametrallinien, deren 
Winkel durch sie halbirt werden. Allein die individuellen 
Kegelschnitte und die Parabel machen hiervon eine Ausnahme. 
Im Falle des elliptischen Kreises ist die Anzahl der erst 
bezeichneten Graden unendlich gross, da die harmonischen 
Hauptdiametrallinien durch die imaginären Kreispunkte gehen 
und also jede auf sich selbst senkrecht ist; jede zwei polar 
conjugirte Diametrallinien sind zu einander senk- 
recht und können als Hauptdiametrallinien aufgefasst werden. 
In der That hat die sie darstellende Gleichung 
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wegen O = AS, -^ = 8J^ A die Form = 0, und die Brenn- 
punktsgleichung 

A2 — 2J^S = 

bezeichnet gleichfalls demgemäss, da ^ {A2 — 2J^S) = 
-16J^{yt2+lJ^X) = — l6J^J^JP\st, die vierBrenn- 
punkte des elliptischen Kreises als mit dem Centrum 
zusammenfallend. Im Falle des hyperbolischen Krei- 
ses dagegen ist die Zahl der letzt bezeichneten Graden un- 
endlich gross, da die harmonischen Hauptdiametrallinien zu 
einander senkrecht sind; jede zwei polar conjugirte Dia- 
metrallinien bilden mit den harmonischen Haupt- 
diametrallinien gleiche Winkel Die Hauptdiametral- 
linien stellt die Gleichung 

— 8J^€} + ^S = 0, 

die Brennpunkte die Gleichung 

A2 — 2J^S=0 

dar. Die Parabel endlich hat in beiden Fällen eine unend- 
liche Anzahl solcher Graden, weil die harmonischen Hauptdia- 
metrallinien mit der unendlich fernen Graden zusammenfallen; 
von zwei polar conjugirten Diametrallinien ist die 
eine stets die unendlich ferne Grade. Die Hauptdia- 
metrallinien der Parabel sind durch die Gleichungen 

— 4J^Jn + -^S = 0, » = 0, 

die Brennpunkte durch die Gleichungen 

^2— J^S = 0, 2 = 

gegeben; drei Brennpunkte der Parabel sind Punkte 
der unendlich fernen Graden, das Centrum und die 
imaginären Kreispunkte. 

Da die durch die einer Diametrallinie angehörenden Punkte 
des Kegelschnitts gehenden Graden desselben der ihr polar con- 
jugirten Diametrallinie parallel sind, so sind die durch die auf 
einer Hauptdiametrallinie liegenden' Punkte des Kegelschnitts 
gehenden Graden desselben auf ihr senkrecht; insbesondere ist 
daher jede Grade des elliptischen Kreises senkrecht zu der 
durch den ihr zugehörigen Punkt des Kreises gehenden Dia- 
metrallinie. 

Schendel, Elemente der anal. Oeom. g 
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aO. Jede zwei Punkte, die vom Centrum des 
Kegelschnitts gleich weit entfernt sind und auf einer 
der Hauptdiametrallinien liegen, sind, wenn 

21. B = (^ + A) 2—2J^S 

gesetzt und also durch B = die Brennpunkte bezeichnet wer- 
den, durch die Gleichung 

xl6J«^-'P + xB = 

dargestellt, weil die Brennpunkte gleich weit vom Centrum ab- 
liegen. Die ihr zugeordnete Gleichung ist, weil sie die Ver- 
bindungslinie jener Punkte, eine Hauptdiametrallinie, darstellt, 
unter c einen constanten Factor verstanden, von der Form 

c (— 8J«« + {^ + A)m) = 
oder also, da sich die Constante durch die Bemerkung, dass 
die gegebene Gleichung für x' = das Centrum , für yt — (-^ 
— ^) X = die Pole der Hauptdiametrallinien und für x = 
die Brennpunkte darstellt und daher die ihr zugeordnete Glei- 
chung in den beiden ersten Fällen die Form = annehmen 
und im dritten Falle den Factor 2J^/* eingehen muss, als 
mit 2J^yi' {/ — {A — A) x) identisch erweist, von der Form 

2JH' (x —iu4 — A) x) (— 8J30 + M + ^) S) = 0. 
Demzufolge lässt sich nunmehr sofort die Entfernung der beiden 
Punkte von einander — ihre halbe Entfernung von einander 
oder also ihre Entfernung vom Centrum bezeichnen wir durch 
h — vermittelst der Formel 13. des 8. Abschnitts bestimmen; 
man erhält aus ihr, nachdem man sie mit J* multiplicirt, mit 
Rücksicht darauf, dass 

^* («11 + «22 + «88 + 2023 + 2081 + Zöig) 

= ^M«l+«2+«8)'=-^* 

und ferner, wie aus den Gleichungen 

^»a\,^ = 30'a,, + ^»b\,, 
^*a'2 8o = 30'a2s + z/2b'2 8, u. s.f. 

und der sofort erhellenden Gleichung 

b'ii« 11 +b'g2a2j, +b'38a 88 +2b'28« 28 +2b'8ia3i 

+ 2\)\^a\^= — G0 

hervorgeht, dass 

^* (« iia'ii„ H + 2« ,3a'28, + - -) = 90'« - GJ^O 

und somit 
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^* (s!»J H h 2S2S3 COS Ai»g»8 COS JLj H ) 

ist, für h die Gleichung 

(x 16J«^« +%{^ + A) A)^ h« = 2^»x (x 

— M — JL) x) (8J»^-^ + (^ + ^) (-^« + 8J«^)) 

oder nach gehöriger Umformung und Division mit (x' — {A 
— A.) x) (-^ — A)^ die Gleichung 

22. (X —{A — A) x) ^2h2 = J^Ayi. 

Für x = ergiebt sich aus ihr flir die Entfernung 
zweier zusammengehöriger Brennpunkte — sie wird 
durch 2c bezeichnet — der Ausdruck 

, J^A 

er zeigt, dass zwei Brennpunkte des Kegelschnitts reell 
und zwei imaginär sind. Die Gleichung 

(A + A)2—2J^S=0 
stellt die reellen Brennpunkte dar, wenn der Grösse A das 
das Product J^A positiv machende Vorzeichen beigelegt wird, 
im andern Falle die imaginären Brennpunkte. Die durch die 
reellen Brennpunkte gehende Hauptdiametrallinie bezeichnen 
wir als die erste, die andere als die zweite Hauptdia- 
metrallinie. 

21. Setzt man in den Gleichungen 21. und 22. yd — ^x, 
Aa an die Stelle von x, % und bestimmt den Ausdruck B 
durch die Gleichung 

AB + AJB + 16J«z/8P = 0, 
so gehen sie nach Division mit A in die analog gebildeten 
Gleichungen 

xl6JM»P + xB = 23. 

(X — (A — A)yC) A^\i^ = J^A% 24 

über. 

Die Gleichung 

-B = 0, 
deren Coefficienten durch die obige Gleichung im Allgemeinen 
bestimmt sind, stellt ofifenbar im Allgemeinen zwei oder w%en 
des doppelten Vorzeichens der Grösse A eigentlich vier auf 
jeder Hauptdiametrallinie zu zweien vom Centrum gleich weit 
abliegende Punkte dar, und demzufolge repräsentirt auch die 

8* 
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Gleichung 23. zwei auf einer Hauptdiametrallinie gleich weit 
vom Centrum ab liegende Punkte, wie es nach ihrer Herleitung 
in der That sein muss, und die Gleichung 24. giebt deren halbe 
Entfernung vom Centrum; insbesondere besteht nach ihr für 
die Entfernung der Punkte B = vom Centrum — wir be- 
zeichnen sie durch c — die Gleichung 

Wegen der Analogie, die, nach der Form der gegebenen Glei- 
chungen zu schliessen, zwischen den Punkten J5=0 und JB=0 
statt hat, nennen wir diese die hyperbolischen Brenn- 
punkte des Kegelschnitts, während wir jene als ellip- 
tische bezeichnen. 

Im Einzelnen ist Folgendes zu beachten. Für den hyper- 
bolischen Kreis stellt die Gleichung B==0 wegen ^=^0 einen 
oder, besser gesagt, mit dem Centrum zusammenfallende Punkte 
dar, und demnach ebenso die Gleichung 23.; in der That giebt 
die Gleichung 24. ihre Entfernung vom Centrum als Null an. 
Analog offenbar dem Falle des elliptischen Kreises rücksichtlich 
der Gleichung J5 = und der Gleichungen 21. und 22. Für 
den elliptischen Kreis ist wegen A = und AB= — 16J^^^P 
die Gleichung JB=0 eine ganz unbestimmte; wir nehmen daher 
an , dass in gleicher Weise durch sie zwei auf einer Diametral- 
linie in der Entfernung c vom Centrum ab liegende Punkte 
dargestellt werden ; es sind dann durch die Gleichung 23. zwei 
auf einer Diametrallinie in gleicher Entfernung vom Centrum 
ab liegende Punkte dargestellt und — ihre halbe Entfernung 
vom Centrum ist durch die Gleichung 24. gegeben. Dieses letz- 
tere sprechen wir aus, absehend von der darauf uns hinweisen- 
den Analogie, in der üeberzeugung von dem Bestehen eines 
Prinzips der Continuität in der Geometrie. Was für 
die Ellipse und Hyperbel gilt, muss nach diesem 
Prinzip auch, durch ihre Natur bedingte Modifi- 
cationen natürlich vorausgesetzt, für die indivi- 
duelle Ellipse und Hyperbel, den elliptischen und 
hyperbolischen Kreis, und den Grenzfall der Pa- 
rabel gelten. Eine Anwendung von diesem Prinzip der Con- 
tinuität ist übrigens schon im 24. Abschnitte des ersten Theils 
von uns gemacht worden, als wir die für die reellen Graden 
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und Punkte entwickelten Grundformeln der analytischen Geo- 
metrie auch für die imaginären Graden und Punkte als geltend 
hinstellten. Eine andere Anwendung ist darin enthalten, wenn 
wir einen Eckpunkt des Fuiidamentaldreiecks z. B. A3 auf der 
unendlich fernen Graden annehmen und so aus dem Carnot- 
schen Satze die Gleichung 

und damit den Satz entnehmen: Das Verhältniss der Pro- 
ducte aus den Entfernungen zweier Punkte be- 
ziehungsweise von den auf «wei durch sie gehenden 
parallelen Graden liegenden Punkten des Kegel- 
schnitts ist constant. 

Diesen Bemerkungen zufolge sind darnach jede zwei 
auf einer Hauptdiametrallinie gleich weit vom Cen- 
trum ab liegende Punkte ausser im Falle des ellip- 
tischen Kreises durch die Gleichung 

xl6J3^3P + x'J5 = ' 25. 

und ausser im Falle des hyperbolischen Kreises 
durch die Gleichung 

xlGJ^ J^JP -f x'Ä = 26. 

darstellbar, und es ist die halbe Entfernung der 
durch diese Gleichungen bestimmten Punkte be- 
ziehungsweise durch die Formeln 

(;t' — (^ — JL)x)h8=:cV, c«=^^ 27. 

(./_(^_^x)h«==c*x, c2 = ^^ 28. 

gegehen. 

»a. Die Gleichung 

u4B + AB + 16J^J^JP = 
giebt dadurch, dass sie sich in der Form 

— 2J^ (— 8J2 JT + u^S) + A{u4 + A)2 + AB^0, 
ferner in der Form 

~2J^ (— 8PJJP + ^S) +^{u4 + A)2 + AB = 
und endlich nach Multiplication mit ^ — A in der Form 

- 2^^^(— SJ^r + (^ + A)S) 

+ 4:J^A (— 43^JJP+ AS) + {A — A)AB-^Q 
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darstellen lässt, Aofischlass über die hyperbolischen Brenn- 
punkte, die übrigens nach dem Ausdruck für ihre Entfernung 
vom Centrum entweder sämmtlich reell oder imaginär sind. 
Auf der unendlich fernen Graden liegen zwei Punkte 

die wir aus weiter unten erhellenden Gründen die (unendlich 
fernen) reellen Kreispunkte in Bezug auf den Kegelschnitt 
nennen. Die Anzahl der Graden, welche diese Punkte mit 
dem Kegelschnitt gemein haben, ist vier; zu ihnen gehört ein 
in Bezug sowohl auf den Kegelschnitt, als auch auf die reellen 
Kreispunkte sich selbst conjugirtes Dreieck als Diagonaldreieck. 
Zu den Seitenlinien und Eckpunkten desselben gehört die un- 
endlich ferne Grade und deren Pol, das Centrum; die übrigen 
Seitenlinien und Eckpunkte sind die Hauptdiametrallinien und 
deren Pole. Die vier Graden schneiden sich in sechs Punkten, 
von denen zwei, die reellen Kreispunkte, auf der unendlich 
fernen Graden, die vier andern dagegen zu zweien auf den 
Hauptdiametrallinien liegen. Diese vier Punkte sind die hy- 
perbolischen Brennpunkte. 

Die vier durch die hyperbolischen Brennpunkte gehenden 
Graden des Kegelschnitts sind zugleich Grade eines Kreises, 
dessen Gleichung 

— 8J«z/P + ^2-=0 
ist, und endlich erscheinen die hyperbolischen Brennpunkte 
selbst als die auf den Hauptdiametrallinien liegenden 
Punkte des Kreises 

oder also nach dem 14. Abschnitte des Ortes des Durch- 
schnittspunktes zweier zu einander senkrechter 
Graden des Kegelschnitts. Die durch die hyperbolischen 
Brennpunkte gehenden Graden des Kegelschnitts sind demnach 
zwei und zwei zu einander senkrecht, und demzufolge die 
reellen Kreispunkte die unendlich fernen Punkte 
der Winkelhalbirungsdiametrallinien in Bezug auf 
die Hauptdiametrallinien; durch die Durchschnittspunkte 
dieser und der vorher genannten Graden geht der Kreis 
— 8J*^JP + u4S=0, das Quadrat seines Radius ist daher 
offenbar |€'. 



' 
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Im Falle des elliptischen Kreises sind jede zwei zu 
einander senkrechten Diametrallinien Hauptdiametrallinien; die 
Anzahl der reellen Kreispunkte ist desshalb eine unendliche, 
ebenso auch die der hyperbolischen Brennpunkte, die 
sämmtlich Punkte des Kreises — 4J^JJP + ^S=^0 
oder^-^4-2z/»2=0 sind. Der Kreis — 8J2^JP+ ^2=0 
ist der Kreis 2'=0 selber; das Quadrat des Badius des 

Kreises ^=0 ist darnach |c* d. i. i-~jr oder j- 

Im Falle des hyperbolischen Kreises sind die reellen 
Kreispunkte dessen unendlich ferne Punkte; die hyperboli- 
schen Brennpunkte, der Kreis — 8J*^JP + -^2=0 und 
der Kreis — 4J*^P+-^2=0 fallen mit dem Centrum 
zusammen, dem Durchschnittspunkte der Polaren 
der imaginären Kreispunkte, welche der Ort des 
Durchschnittspunktes zweier zu einander senkrech- 
ten Graden des hyperbolischen Kreises sind. 

Im Falle der Parabel endlich sind zwei der hyper- 
bolischen Brennpunkte die reellen Kreispunkte 
— 8J^JJP + ^S=0 — der Kreis dieser Gleichung degene- 
rirt in sie — , die beiden andern aber, von denen der eine 
das Gentrum ist, sind durch die Gleichung 

gegeben. Der unendlich ferne Punkt d. i. das Centrum und 
jeder andere Punkt der ersten Hauptdiametrallinie sind durch 
eine Gleichung von der Form xSJ^z/^JP + x' {u42—J^S) = 
und, weil demgemäss die Polaren dieser Punkte die Gleichung 
x8J^^8» -f x (-^S — z/^S) = repräsentirt, durch diese 
Gleichung die unendlich ferne Grade und jede zur ersten Haupt- 
diametrallinie senkrechte Grade darstellbar ; so sind die Punkte 

4J«^8JP + A {A2 — J^S) = 0, 

weil auch in der Form — J^ {— 4J^JF + AS) + -^«2'= 0, 
in der — iJ^JJP -{- AS=0 — der Kreis dieser Gleichung 
degenerirt fär die Parabel in einen Punkt — der Pol der 
ersten Hauptdiametrallinie ist, darstellbar, die auf dieser liegen- 
den Punkte, die sogenannten Scheitelpunkte der Parabel, 
und die Graden 
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als ihre Polaren die durch sie gehenden zur ersten Hauptdia- 
metrallinie senkrechten Graden. Mit Rücksicht hierauf und 
beachtend , dass die durch den Punkt P = gehende zur 
ersten Hauptdiametrallinie senkrechte Grade B = ist, er- 
kennt man, dass die durch die Punkte 

{43* J^ + X) P 4- X {A2— J*S) = 

gehenden zur ersten Hauptdiametrallinie senkrechten Graden 
durch die Gleichung 

in der /u eine Constante bedeutet, dargestellt sind, und dass 
somit, \^eil durch die Bemerkung, dass umgekehrt die durch 
die Punkte (4J«^» +iifi)JP + / {A2— J^S) = gehenden 
senkrechten Graden von der Form (4J*z/* + x) B + x' (^S 
— ^8g) = sein müssen, ]U = — 1 sich findet, die durch 
die Punkte 

(4JV» 4- X) JP + X {A2— J^S) = 
gehenden zur ersten Hauptdiametrallinie senkrechten Graden 

{4jijs _ X) B + x f^S — Jm) = 
sind. Daraus nun ist zu ersehen, dass die hyperbolischen 
Brennpunkte 

SJ^jsjp _}_ ^ (^2' — J^S) = 

die auf der ersten Hauptdiametrallinie liegenden 
Punkte der Polaren der reellen elliptischen Brenn- 
punkte 

^S — jm = 
oder also des Ortes des Durchschnittspunktes zweier zu einan- 
der senkrechter Graden der Parabel sind, wie es nach dem 
Prinzip der Continuität in der That sein muss und sich augh 
ergiebt, wenn der oben in Liniencoordinaten gegebene Kreis 
in Punktcoordinaten dargestellt wird. Die durch sie gehenden 
Graden der Parabel gehen durch die reellen Kreispunkte. 

Es sei an dieser Stelle noch bemerkt, dass, da der eine 
der Punkte 

x8J*^3P + >t' {A2 — J^S) = 
als das Centrum der Parabel in der Form 

(«11 + «12 +«181 «21 +«22 +«231 «31 +«82 +«83) 

bekannt ist, der andere, weil die Producte ihrer Coordinaten 
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den -drei ersten Coefficienten der Gleichung proportional sein 
müssen, durch die Form 

(x8J«z/(«,.+«,,+«,3) + x'. ^^^~^''' -, 
\ «11 -r «1» + «IS 

JcSJ«^ («,,+«„ + «, s) + i'' • --^^^=^4?^ , 

"2 1 "T* ^3 2 "l" ^2 3 

x8J»z/K,+«„+«38) + x'. ^^»~^''' ) 

^31 ~t- «32 "T «38/ 

dargestellt ist, und dass für ihn, weil auch in der Form 

V «11 -r «12 "r «13 

«11+«12+«13 J 

darstellbar, und den (nicht unendlich fernen) hyperbolischen 
und elliptischen Brennpunkt, deren Coordinaten in dieser Form 
erscheinen, nach der Formel 9. des 8. Abschnitts des ersten 
Theils — wir bezeichnen die drei Punkte durch P, B, B — 
die Relation ^% . BP + (x' — ^x) . BP = oder 

^x . BB = x' . BP 

besteht; nach ihr ist der (nicht unendlich ferne) Scheitel- 
punkt der Parabel der Mittelpunkt der ersten 
Hauptdiametrallinie in Bezug auf den elliptischen 
und hyperpolischen Brennpunkt. 

23. Die imaginären und reellen Kreispunkte sind hier- 
nach für die Kegelschnitte von einander entsprechender Bedeu- 
tung. In der That sind auch, wie die durch die reellen 
Kreispunkte gehenden Diametrallinien die inneren 
Winkelhalbirungslinien, die durch die imaginären 
Kreispunkte gehenden Diametrallinien die äusseren 
Winkelhalbirungslinien des Cent rums in Bezug auf 
die Hauptdiametrallinien. Denn, wenn wir in Erinne- 
rung daran, dass der innere und der äussere Mittelpunkt einer 
Graden in Bezug auf zwei Punkte derselben beziehungsweise 
durch die Belationen 

AB = BA', AB = A'B 
und die (inneren) Winkelhalbirungslinien eines Punktes in Be- 
zug auf zwei Grade desselben durch die Relation 

AB = BA' 
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gekennzeichnet sind, in gleicher Weise die durch die Re- 
lation 

ABr^A'B 
gekennzeichneten Graden als die äusseren Winkel- 
halbirungslinien des Punktes in Bezug auf jene Graden 
auffassen, so besteht für jede derselben, wenn sie durch |x, / 
und jene Graden durch die Formen la^, a^, a,!, |a\, a",, a'3 
gegeben werden, w^en tg AB = tg A'B nach dem 7. Abschnitte 
des ersten Theiles die Gleichung 
sj (xa^ + xV,)« + . . 

— 2s,S3 cos A, (xa, + xV,) (xa» -+- xVj) = 0, 

die sie als eine Grade der imaginären Kreispunkte charakte- 
risirt. Wie die äusseren Mittelpunkte der Graden 
auf der unendlich fernen Graden liegen, so gehen 
die äusseren Winkelhalbirungslinien der Punkte 
durch die imaginären Kreispunkte. 

34. Die merkwürdigste Eigenschaft der elliptischen und 
hypprbolischen Brennpunkte ist die folgende. Die durch einen 
jeden der elliptischen Brennpunkte gehenden Graden des Kegel- 
schnitts sind als Grade der imaginären Kreispunkte auf sich 
selbst senkrecht, und daher sind jede zwei in Bezug auf 
den Kegelschnitt polar conjugirte Grade eines jeden 
elliptischen Brennpunktes in Bezug auf die durch 
ihn gehenden Graden des Kegelschnitts Winkel- 
halbirungslinien oder zu einander senkrecht; die 
durch einen jeden der hyperbolischen Brennpunkte 
gehenden Graden des Kegelschnitts dagegen sind 
zu einander senkrecht und somit sie selbst die Winkelhal- 
birungslinien jeder zwei in Bezug auf den Kegel- 
schnitt polar conjugirter Graden jenes hyperboli- 
schen Brennpunkts. 

Die elliptischen Brennpunkte sind die einzigen Punkte 
von der bezeichneten Eigenschaft, die hyperbolischen dagegen 
nicht, indem jeder Punkt des durch sie gehenden 
Kreises deren Eigenschaft besitzt Und das kommt daher. 
Die von den unendlich fernen Punkten jeder zwei zu einander 
senkrechten Diametrallinien ausgehenden vier Graden des Kegel- 
schnitts gehen zu zweien durch vier Punkte des eben bezeich- 
neten Kreises; zu diesen vier Graden gehört als Diagonaldreieck 
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ein in Bezug auf den Kegelschnitt sich selbst polar conjugirtes 
Dreieck , dessen eine Seitenlinie die unendlich ferne Grade und 
dessen ein Eckpunkt das Centrum ist, und es sind daher die 
durch jene vier Punkte gehenden Diametrallinien in Bezug auf 
den Kegelschnitt polar conjugirte Grade und jene zu einander 
senkrechten Diametrallinien in Bezug auf sie Winkelhalbirungs- 
linien. Die von den unendlich fernen Punkten der inneren 
Winkelhalbirungslinien des Centrums in Bezug auf jede zwei 
polar conjugirte Diametrallinien ausgehenden Graden des Kegel- 
schnitts bestimmen demnach immer vier Punkte von der ge- 
nannten Eigenschaft der hyperbolischen Brennpunkte, und es 
giebt daher unendlich viele solcher Punkte, weil es unendlich 
vieler solcher inneren Winkelhalbirungslinien giebt; die Anzahl 
aber der in gleicher Weise durch die äusseren Winkelhalbirungs- 
linien bestimmten Punkte von der Eigenschaft der elliptischen 
Brennpunkte ist nur vier, weil die äusseren Winkelhalbirungs- 
linien des Centrums in Bezug auf jede zwei polar conjugirte 
Diametrallinien dieselben Graden, die durch die imaginären 
Kreispunkte gehenden Diametrallinien sind. 

25. Bezeichnen die Gleichungen S' = 0, S" = je eine 
Grade, so sind jede zwei in Bezug auf sie harmonisch conjugirte 
Grade durch die Gleichung x'S' + x"S"==0 dargestellt, und es 
gelten, wenn jene Graden Grade der elliptischen Brennpunkte 
{A + A)2 — 2z/*2= und diese zu einander senkrecht sind, 
für sie die Gleichungen 

und demzufolge auch die Gleichung 

{A + A) (x'-Ja' + >t"-Ja") = 
oder 

(A + A) («A (xV, 1 + xViO H 

+ 2a2 3 (xVgg + xVjg) H ) == 0. 

Darausfolgt: Die Winkelhalbirungslinien eines jeden 
Punktes in Bezug auf die zwei durch ihn gehenden 
Graden der elliptischen Brennpunkte einer Haupt- 
diametrallinie sind polar conjugirte Grade in Be- 
zug auf den Kegelschnitt, und insbesondere sind daher 
jede Grade des Kegelschnitts und die zu ihr senkrechte 
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Grade — die Normallinie — des zu ihr gehörigen 
Punktes des Kegelschnitts Winkelhalbirungslinien 
dieses Punktes in Bezug auf die durch ihn gehenden 
Graden der elliptischen Brennpunkte einer Haupt- 
diametrallinie. In diesem Satze liegt dem bekannten Ke- 
flexionsgesetze zufolge der Grund des Namens Brennpunkte. 

36. Der Pol einer Graden eines elliptischen Brennpunktes 
ist der auf dessen Leitlinie — die Polaren der Brennpunkte 
werden Leitlinien genannt — liegende Punkt der zu ihr 
senkrechten Graden des Brennpunkts; die durch diesen Punkt 
gehende Diametrallinie und jene Grade sind daher polar con- 
jugirte Grade in Bezug auf den Kegelschnitt, und es gilt der 
Satz: Jede Diametrallinie ist der Ort der Mittel- 
punkte aller Graden, die derjenigen unter den durch 
einen elliptischen Brennpunkt gehenden Graden pa- 
rallel sind, welche auf der Verbindungslinie dieses 
Brennpunkts mit dem Durchschnittspunkt der Leit- 
linie desselben und der Diametrallinie senkrecht 
steht. Insbesondere ist demnach die Verbindungslinie eines 
elliptischen Brennpunkts mit dem Durchschnittspunkte der Leit- 
linie desselben und einer harmonischen Hauptdiametrallinie auf 
dieser senkrecht 

37. Die durch die Gleichungen 

(Jbt — X ) 16J^ J^JP 4- (^ — ^ x'B == 
i^x — x') 16J«^«JP + {A — A) 7lB= 
gegebenen Punkte liegen nach den Formeln des 21. Abschnitts 
vom Centrum ab in der quadratischen Entfernung 

h« = "" 



Diese Gleichungen lassen sich nun sowohl in der Form 

X SJÄ^-S — J^ (— (^x — X ) 8J«//P + {A — A) kS) = 

als auch in der Form 

— 2A (— x4J«^P + x'2) + x' (— 8J«JrH- {A — A)S) = 

schreiben; es erhellt daraus, dass die auf den Hauptdiametral- 
linien in der quadratischen Entfernung 

h« = — - 
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vom Centrum ab liegenden Punkte Punkte des Kreises 

— x4J2^JP + x'2==0 

— die obige Grösse ist demnach das Quadrat seines Radius — 
und die durch sie gebenden Graden des Kegelschnitts zugleich 
auch Grade des Kreises 

— (Ayc — yf) SPJJP +(A — ^'/S = 

sind. 

Insbesondere ergiebt sich hieraus, dass die hyperbolischen 
Brennpunkte von allen Punkten, die auf den beiden Hauptdia- 
metrallinien in gleicher Entfernung vom Centrum ab liegen, die 
einzigen sind, welche die Eigenschaft haben, dass die durch 
sie gehenden Graden des Kegelschnitts zugleich Grade eines 
und nur eines Kreises vom selben Centrum — des Kreises 

— SJ^JJP + AS=0 — sind, wie es in der That auch nicht 
anders sein kann. 

In der quadratischen Entfernung 

Js^_A A-{-A ^ A + A 

^ — ^2 "^ 2A ^ 2A 

vom Centrum liegen die Punkte 

16J«^P + M+^)^ = oder 16J2^JP + (-^ + ^)B = 

— die Gleichungen 25. und 26. stellen nur für x = 1, yd = A 
+ A ein und dieselben Punkte dar — oder, weil auch durch 
die Gleichung 

(A 4- A) A2— J^ (— 8J2jr+ iA + A)S) = 

darstellbar, die auf den Hauptdiametrallinien liegenden Punkte 

— die sogenannten Scheitelpunkte — des Kegelschnitts. 
Der durch sie gehende Kreis oder vielmehr die beiden durch 
sie gehenden Kreise vom selben Centrum — die Scheitel- 
kreise — sind durch die Gleichung 

- SJ^JJP + iA + A)S:=0 

oder also nach dem 14. Abschnitte durch die Gleichung 

8j«^3R ^ (^ _|_ j[) (^s — jm) = 

gegeben; für die Parabel degeneriren sie in Grade. 
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Drittes Kapitel. 

Metrisohe Eigenschaften der Kegelschnitte. 



98. Für die folgenden Untersuchungen ist es nothwendig, 
abkürzende Bezeichnungen für häufig wiederkehrende Coeffi- 
cientenfunctionen einzuführen. Man pflegt zunächst 

c« == e*b* 

zu setzen und nennt die Grösse e^ die (elliptische) Excen- 
tricität des Kegelschnitts; wir setzen zu dem in Ueberein- 
stimmung mit dem ersten Theile 

e« = 1 + a 
und nennen die Grösse a die elliptische Characteristik des 
Kegelschnitts. Es ist 

2A A-A 

a = 



A-^A' A + A 

Die elliptische Characteristik ist für die Ellipse 
negativ, für die Hyperbel positiv und für die Pa- 
rabel zugleich negativ und positiv d. h. Null oder 
unendlich, für den elliptischen Kreis die negative 
und für den hyperbolischen Kreis die positive Ein- 
heit. Und darnach bestimmt sich die Grösse e*; insbesondere 
ist für den elliptischen Kreis e* =0, für den hyper- 
bolischen Kreis e* =2 und für die Parabel e* = 1 und 
e* == oo. 

In analoger Weise verstehen wir unter der hyperbolischen 
Excentricität und Characteristik des Kegelschnitts die Grössen 

_ 2A _ A — A 

^ ~ A + A' ^~A + Ä' 
sie stehen zum Kegelschnitt zufolge der Gleichungen 

e« -f-e» =2, a + a = 
in dem umgekehrten Yerhältniss. 

Und endlich setzen wir fest, dass ein wagerechter Strich 

über den eingeführten Buchstaben, wie überhaupt, bedeuten soll, 

dass in den durch sie dargestellten Functionen — A wn die 

A -{- A 
Stelle von A getreten ist, so dass also z. B. ä == . _ . ist 
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SO. Bezeichnet man den senkrechten Abstand 
eines Punktes ^ = von der zweiten Hauptdia- 
metrallinie — 8J2© + {^ — A)m = oder 

— wir denken der Grösse A das das Product J^A positiv 
machende Vorzeichen beigelegt — durch x', so ist er nach 
Formel 14. des 8. Abschnitts durch die Gleichung 

(8J«^^ + (-^ - A)\ui^ + 8J^^))Ba'X « -= 

4J2 (- 8J« {J^VL^ - ^»S^O + (^A — A) Jm^:) 

oder, wie man nach Multiplication mit — 8^* und nachheri- 
ger Division mit {A — Ay findet, durch die Gleichung 

4a^^jbl^j:^ ^{a + a) {{a + A) {J^n^' — a&^) 

+ 2AJ^»^) 
oder endlich durch die Gleichung 

X ^ ^ (-^ + ^X^^Bg- - ^S^O + 2AJ^ma: 

b« 2AJ^TL^' 

gegeben, und in gleicher Weise gilt demnach für den senk- 
rechten Abstand des Punktes von der ersten Haupt- 
diametrallinie — wir bezeichnen ihn durch i — die Glei- 
chung 

r ^ {A- A) {J^Uq,' - AS^^) + 2AJ^»^ 

b' —2AJ^VL^' 

Die Addition und Subtraction dieser Gleichungen fuhrt 
auf die Gleichungen 

x'2 X* A^„' 



b2 • ^2 r , r ^3a, 



a 






±_ = 1 gi 



/*'* = 



{A (./»»„. - ^S„') + 2u4J»S^) - AJWL^ 



— AJWta' 

und damit insbesondere auf die für j eden Punkt des Kegel- 
schnitts geltende Relation 



x'» . X* 



+ ^ = 1. 



b« ' b* 
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Für den durch die Scheitelpunkte der ersten Hauptdia- 
metrallinie gehenden Kreis z. B. ist darnach 

X« 4- X* = b« 
und demgemäss, wenn x' ==x'^ angenommen wird, in Rück- 
sicht auf die Relation b* = ab' 

X = ax\ 

SO. Der auf einer Hauptdiametrallinie liegende 
Punkt der zu ihr senkrechten Graden des Punktes 
^ = und der auf ihr liegende Punkt — seine Ent- 
fernung vom Centrum sei y' resp. y' — seiner Polare sind, 
da die Polare dieses Punktes jene senkrechte Grade ist, in 
Bezug auf den Kegelschnitt polar und somit in Bezug auf 
die Scheitelpunkte desselben harmonisch conjugirt, 
und also 

x'Y*=bSxV'=b'. 
31. Die senkrechten Abstände eines Punktes 
des Kegelschnitts von den Hauptdiametrallinien 
sind, wenn 

gesetzt wird, durch die Gleichungen 

e«x'2 = b* — a « , e'x* = b^ — a « 
oder auch, wenn 

r2 = ab' = r-T-; — j^-5- , n * = aa ' = 



i^+A)^ ' " "^ (^ + A)^ Ab- 
gesetzt wird, durch die Gleichungen 

e2x'2 = — r' + n% e«x' = — r* + n'^ 

gegeben ; diese letztere Form ist besonders für die Parabel von 
Wichtigkeit, weil in derselben auch der senkrechte Ab- 
stand eines Punktes der Parabel von der ersten 
Hauptdiametrallinie vollständig bestimmt erscheint, da 
für sie 

ist. 
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Aus diesen Gleichungen ergeben sich zuvörderst unter Be- 
achtung der Relationen e* — ae* =0, b* — a*b* = die 
Gleichungen 



(1— b^ — g^« p__ b« - « ^ 



X 

und damit offenbar die Tangentenquadrate der Winkel q>\ x\ 
welche die durch den Punkt J^ = gehende Dia- 
metrallinie und die durch ihn gehende Grade des 
Kegelschnitts mit der ersten Hauptdiametrallinie 
bildet, in der Form 

. , , b* — « 2 . , , b« — « * 

tg*9> ==a-b-^rzr^. tg«x =a.p— — . 

Die der durch den Punkt ^ == gehenden Diametrallinie polar 
conjugirte Diametrallinie ist der durch ihn gehenden Graden 
des Kegelschnitts parallel; diese Graden bilden somit gleiche 
Winkel mit der ersten Hauptdiametrallinie, und es muss daher, 
wenn einer von den auf jener Diametrallinie liegenden Punkten 
des Kegelschnitts durch die Gleichung JS"==0 gegeben und 
die analogen Bezeichnungen gewählt werden, 

b^— «^« ^ b«— g» 
b=* — «"« b« — a « 

oder also wegen b* — b* = c* , b* + b* = c^ in entwickel- 
ter Form 

c2 {a'* + o"2) = c«c« 
sein. Die Gleichung 

giebt demnach die Bedingung an, unter welcher die Punkte 
des Kegelschnitts ^ = 0, JS" = Ozwei polar conju- 
girten Diametrallinien angehören; im Falle des ellip- 
tischen Kreises ist sie nicht hinreichend. 
In Folge der Gleichungen. 

b! + b^ = e« -^+-^- = 1 
e» -r gs ^ ' e« ^ e« 

ist daher 

Daraus folgt, dass der Ausdruck a^ das Quadrat der Ent- 

Schendel, Elemente der snal. Oeom. 9 
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fernung der auf der, der Diametrallinie des Punk- 
tes ^ = polar coujugirten Diametrallinie liegen- 
den Punkte des Kegelschnitts vom Centrum — das 
Quadrat der halben Länge dieser Diametrallinie — 
darstellt; und die gefundene Bedingungsgleichung ist der Aus- 
druck dafür, dass die Summe der Quadrate der halben 
Längen je zweier polar conjugirter Diametr allin ien 
constant der Grösse c* gleich ist. 

Im Falle des hyperbolischen Kreises ist c*=0; das 
Quadrat der halben Länge einer jeden Diametral- 
linie des hyperbolischen Kreises ist gleich dem 
negativen Quadrate der halben Länge der ihr polar 
conjugirten Diametrallinie, im Gegensatz zum ellip- 
tischen Kreise, für den das Quadrat der halben Länge einer 
Diametrallinie gleich ist dem positiven Quadrate der halben 
Länge der ihr polar conjugirten Diametrallinie. 

Im Allgemeinen giebt es nur zwei polar conjugirte 
Diametrallinien, für welche die Quadrate ihrer hal- 
ben Längen einander gleich sind; es sind dies, da 
deren Grösse offenbar ^* ist, die durch die Durchschnitts- 
punkte des Kegelschnitts und des Kreises — 8J*z/J^+ ^JS=0 
gehenden Diametrallinien. Die Gleichung a * = |e* macht 

b' - « ^ _ 

b« _ «'2 — ^' 

und es ist also das Tangentenquadrat des von diesen Dia- 
metrallinien mit der ersten Hauptdiametrallinie gebildeten Win- 
kels die Grösse a; die Gleichung 

b« -^ - + ^ 

giebt «'* =oo, also WLf/ = und bezeichnet so den Punkt 

^ = als auf der unendlich fernen Graden liegend ; das Tan- 
gentenquadrat für die harmonischen Hauptdiametrallinien, für 
welche allein die Quadrate ihrer halben Längen sich entgegen- 
gesetzt gleich sind, ist somit die Grösse a und demzufolge 
sind wegen der Relation a -[- a = jene Diametrallinien die 
anharmonischen Hauptdiametrallinien (die gleichen 
Durchmesser). Jede harmonische Hauptdiametral- 
linie bildet demnach mit der ersten Hauptdiametral- 
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linie einen Winkel, dessen Tangenteuquadrat die 
elliptische, und jede anharmonische einen Winkel, 
dessen Tangentenquadrat die hyperbolische Cha- 
racteristik ist. 

Aus der Bediugungsgleichung cl^ =\c^ oder vielmehr aus 
der ihr gleichbedeutenden Gleichung AJ^VL^ + 2AJ^H^' = 

und aus dem Umstände, dass jede Diametrallinie durch den 
Durchschnittspunkt der harmonischen Hauptdiametrallinien 
J^JBL — -^S = und der Polaren der imaginären Kreispunkte 
§ = geht, ergiebt sich sofort die Gleichung der anharmo- 
nischen Hauptdiämetrallinien in der Form 

A {J^JBL — -^) + 2AJ^^ = 
oder 

^« + 2^S = 0. 

Die anharmonischen Hauptdiametrallinien sind reell 
und imaginär, wo die harmonischen imaginär und reell sind, 
also reell für die Ellipse und imaginär für die Hy- 
perbel. 

Wir bemerken, dass für zwei polar conjugirte Dia- 
metrallinien, weil sie in Bezug auf die harmonischen Haupt- 
diametrallinien harmonisch oder in Bezug auf die anharmo- 
nischen anharmonisch conjugirt sind, die Relation 

tgqp' tgqp" = a 
besteht. 

Zwischen den senkrechten Abständen der dem Kegelschnitt 
angehörigen Punkte polar conjugirter DiametraUinien von den 
Hauptdiametrallinien haben wegen der Relationen 2b* = c* 
-)- e* , c* = b^e* und der Gleichung 

(b« — a «) (b* — a «) = (b« — «"«) (b* — a"») 

= b«b* — «2«"« 
die Relationen 

x'2 + x"2 = b« , x« + i^ = b' , x'^x« = x"2£2 
statt 

Die Entfernung derjenigen Punkte des Kegelschnitts, welche 
zugleich Punkte der zu der ersten Hauptdiametrallinie senk- 
rechten Graden eines Brennpunkts sind, von einander nennt 
man den (ersten) Parameter des Kegelschnitts. Für 

9* 
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die elliptischen BreDopunkte ist x'^ = c' und f&r die hyper- 
boIischeD x'* = e^ ; man findet darnach den halben elliptischen 
und hyperbolischen ersten Parameter in der Form 

r« = ab* , r« = ab*. 
Die Quadrate der Sinus und Cosinus der Winkel (p und 
X sind 

. , , b* — a « , , b« — a « 
^ 9^ == ""gV'"^' cos> = -^i^TfT- 

. , , b« — a * , , b« — a « 
sin* X = =^-/^ — 1 cos* X = 5-^^r— 

Der Ausdruck x' : cos^ x <!• !• die quadratische Entfernung 
des Punktes J^ = von dem Durchschnittspunkte der durch 
ihn gehenden Normallinie und der ersten Hauptdiametrallinie 
ist hiemach aa^ und also 

n'« = aa'« 
das Quadrat der sogenannten (ersten) Normale des Punktes 
des Kegelschnitts. Daraus ergeben sich weiter u.a. die 
Belationen 

n'« + n"« = ac« , n'«d« = a * , n'« = a»n«. 

Die Gleichung e*x* = — r« + n * nimmt für die Parabel 
die Form x* + r* = n'* und deutet nunmehr den Satz an: 
Die quadratische Entfernung der auf der Normal- 
linie und der zu der ersten Hauptdiametrallinie 
senkrechten Graden eines Punktes der Parabel lie- 
genden Punkte der ersten Hauptdiametrallinie (das 
Quadrat der Subnormale) ist constant gleich r*. 

Der Punkt Jt = liegt auf einer elliptischen Leitlinie, 
wenn 8^' = ^ ^^^ ^^^ ^'* "== ^ ^^t, und auf einer hyperboli- 

sehen, wenn — 8J*©«' -|- -^S«' = und also a'* = ^-j- 

2b*b* 
= — z— ist; daher ist der senkrechte Quadratabstand 

des Gentrums von den zu den Brennpunkten der 
ersten Hauptdiametrallinie gehörigen — der zweiten 
parallelen — Leitlinien beziehungsweise 

b^ h^ 

e«' e*' 
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Auch erkennt man , da fi( = die Polaren der imaginären 
Kreispunkte darstellt, dass die Quadrate der halben Iiängen 
der äusseren Winkelhalbirungsdiametrallinien der Null, und da 
— 8J*'© + ^8 die Polaren der reellen Kreispunkte sind, 
dass die Quadrate der halben Längjen der inneren 
Winkelhalbirungsdiametrallinien (in Bezug auf die 

2b*b* 
Hauptdiametrallinien) der Grösse — ^— oder also dem 

harmonischen Mittel zwischen den Grössen b^ und 

b^ gleich sind. 

39. Der senkrechte Abstand des Centrums des 
Kegelschnitts J? = 0, des Pols der unendlich fernen Gra- 
den R =3 0, von der Polare des beliebigen Punktes 
T ==0 ist nach der Formel 16. des 10. Abschnitts durch die 
Gleichung 

oder wegen -p— = — . .^ = b*b durch die Glei- 
chung 

^«S^.ni« = _ b«b*^Ba'. 

gegeben. 

Insbesondere ist der senkrechte Abstand des Cen- 
trums von der einem Punkte des Kegelschnitts ^ = 
zugehörigen Graden desselben durch die Gleichung 

a'«m'« = b«b* 

dargestellt. Hieraus folgt u.a.: Das harmonische Mittel 
zwischen den senkrechten Quadratabständen des 
Centrums von zwei jeden zwei polar conjugirten 
Diametrallinien parallelen Graden des Kegel- 
schnitts ist, reciprok genommen, 

^(^"*"^)""2b*b* 

und daher constant gleich dem harmonischen Mittel zwischen 

den Grössen b* und b^ oder gleich dem Quadrate der 
halben Länge einer jeden der inneren Winkelhalbi- 
rungsdiametrallinien. Femer ist für die Punkte a'* =|c* i 

d. i. für die auf den anharmonischen Hauptdiametrallinien, deren 
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quadratische halbe Längen der Ausdruck ic' angiebt, liegen- 
den Punkte des Eegetschnitts 

,, 2b'b' 

1 es liegen daher die Fusspunkte der Senkrechten 
3 dem Centrura auf die den auf den anharmoni- 
heu HauptdiametralHnien liegenden Punkten des 
Igelschnitts zugehörigen Graden desselben auf 
m durch die auf den Winkelhalbirungsdiametral- 
lien liegenden Funkte des Kegelschnitts geheu- 
Q Kreise. 

33. Der Winkel zwischen zwei polar conjugirten Dia- 
trallinien — er mag durch tfi bezeichnet werden — ist gleich 
Dl Winkel zwischen der einen und einer von den der andern 
rallelcn Graden des Kegelschnitts, und daher a"* an» if>=m'* 
er also 

a'^a"* sin* tp == b*b'. 

Das vierfache Quadrat des Flächeninhalts des 
irch das Centrum und zwei auf dem Kegelschnitt 
egende Punkte zweier polar conjugirter Diamet ral- 
nien bestimmten Dreiecks ist demnach constant 
eich b'b*. 

Das Quadrat der Entfernung eines jeden der auf einer 
'aden des Kegelschnitts liegenden Punkte der zu ihr senk* 
chten Graden der eHiptischen Brennpunkte der ersten Haupf- 
ametrallinie von dem Fusspunkte der zu ihr senkrechten 

raden des Centrums ist c* . cos" / d. i. — c* s-ts— oder 

jo der Relation c' =e*b* zufolge — m'* -f- b»; der Ort 
jr Fusspunkte der zu den Gradeu des Kegelschnitts 
inkrechten Graden der Brennpunkte einer Haupt- 
iametrallinie ist der durch ihre Scheitelpunkte 
jhende Kreis. 

34. Zur Ableitung mehrerer anderer Sätze bedürfen wir 
e Bezeichnung einiger Punkte durch Buchstaben; wir be- 
liehnen deshalb den beliebigen Punkt des Kegelschnitts 2'=0 
irch ?', die auf der ersten HauptdiametralUnie liegenden 
unkte der zu ihr senkrechten Graden und der Normallinie 
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desselben durch O' und N', das Centrum des Kegelschnitts durch 
M, die auf der ersten Hauptdiametrallinie liegenden elliptischen 
Brennpunkte durch B^ und Bg, den auf ihr liegenden Punkt 
der zu dem ersten dieser Punkte gehörigen Leitlinie durch L^ 
und die auf dieser Leitlinie liegenden Punkte der zu der ersten 
Hauptdiametrallinie parallelen und der durch den Punkt B^ 
gehenden Graden des Punktes P' durch R' und Q'. 
Es ist dann zunächst 



B^P'^ =(BiM + MOV + OT'^ = BiM^ + MO'* + OT 



2 



+ 2BiM . MO' = c« + «"2 + 2c Vb« — «'» 

e 

= 2b2 — «2 + 2b yh^'^^^^^^ 
oder also 

b;F' = (b + yp"-:^^)* 

und hierin oflfenbar das Vorzeichen der Quadratwurzel positiv 
oder negativ zu nehmen, je nachdem der Punkt M zwischen B^ 
und O' liegt, oder nicht. Mit Rücksicht hierauf und in Folge 
des ümstandes, dass, wie aus den Gleichungen x* = a (x'^ — b^), 
e^x'« = b^ — a'2 , deren erste man vermöge der Relation 

ab^ + b* = leicht erhält, unter Berücksichtigung der 
Grössenverhältnisse von a und e^ und, dass b^ nach der Re- 
lation c^ =e^h^ stets positiv ist, hervorgeht, wenigstens für 
jeden reellen Punkt der Ellipse b^ — a^ <cb^ und der Hy- 
perbel b^ — a^ y> b^ ist — hiernach geht von zwei polar 
conjugirtenDiametrallinien der Hyperbel die eine 
durch imaginäre, wenn die andere durch reelle 
Punkte derselben hindurchgeht — , ergiebt diese Glei- 
chung beziehungsweise für die Ellipse und Hyperbel 

BjP' = b + ^h^ZZ^^ BiP' = yb* — «'* + b 
B.,P' = b — yb* — a'^ B^P' = yb* — «'* — b 

und damit für die Ellipse 

BiP' + B.,P' = 2b, B,P'.B2F = +a'« 
und für die Hyperbel 

B^P' — B.,P' = 2b, B^P' . B,P' = — -a'^ 
Die Summe der Entfernungen eines Punktes der 
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Ellipse und die Differenz der Entfernungen eines 
Punktes der Hyperbel von den elliptischen Brenn- 
punkten der ersten Haaptdiametrallinie ist demaach 
constant gleich 2h und das Froduct dieser Entfer- 
nungeo für dieEllipse gleich derpositiveo und für 
die Hyperhel gleich der negativen quadratischen 
halben Länge der der durch ihn gehenden Diame- 
llinie polar conjugirten Diametrallinie. 
Die Eutfemung eines Punktes der Parabel vom (nicht un- 
ich fernen) Brennpunkte läsat die obige Formel, wenn sie 
er Form 

B^F* = - 



hriehen wird, als durch die Gleichung 

,, ^8^ 

sben erscheinen; es ist demnach ftlr die Parabel 

n'»=2r.BiP' 

. das Quadrat der Normale eines Punktes der Pa- 

el gleich dem Product aus seiner Entfernung 

1 Brennpunkte und dem Parameter. In Folge dieses 

lea ist wegen P'O" = — r* + n'* 

b;0" = W;F' — FÖ'* = (B,P' — D» 

demgemäss, weil nach einem Satze des 31. Abschnitts 

r = O'N' 

BiO' = BiP' — O-N'oder 

B,N' = B,P'; 

Punkt der Parabel liegt somit vom Brennpunkt 

n so weit ah, als der durch seine Normallinie auf 

Hauptdiametrallinie bestimmte Punkt. 

Der senkrechte Quadratabstand des Centrums von der Leit- 

I eines elliptischen Brennpunkts der ersten Hauptdiametral- 

! ist -;, und daher 
e* 

YR" = (011 + ML,)» =- ^ (b + Vb» — a*y. 
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Und da nun hierin die Quadratwurzel positiv oder negativ ist, 
je nachdem der Punkt M zwischen den Punkten 0' und L^ 
oder also Bi liegt, oder nicht, so ist 

B,r _ 
FR' "" ® 

d.h. die Entfernung eines Brennpunkts von einem 
Punkte des Kegelschnitts steht zu dem senkrechten 
Abstände dieses Punktes von seiner Leitlinie in dem 
Constanten Verhältniss e:l. Der Ort eines Punktes, 
dessenEntfernung von einem festen Punkte zu seinem 
senkrechten Abstände von einer festen Graden in 
constantem Verhältniss steht, ist daher ein Kegel- 
schnitt, und zwar eine Ellipse, Parabel oder Hyper- 
bel, je nachdem dieses Verhältniss kleiner, gleich 
odei* grösser als die Einheit ist 
Femer ist 

PH' _ P'Q^ 
B,L, - B,Q' 

und folglich, da 

FQ' = BjQ' — BiP; ePH' = + B^F, eB^L^ = r 

ist, 

+ B,F . BiQ' = r (BiQ' — B,P') 

oder also 

BiF = 



+ 1 + 



B,Q' 

Diese Relation, in der das Pluszeichen den zwischen den 
Punkten B^ und Q' und das Minuszeichen den nicht zwischen 
ihnen liegenden Punkt des Kegelschnitts andeutet, giebt unter 
Berücksichtigung, dass der senkrechte Abstand des Brenn- 

Punkts von seiner Leitlinie B^L^ = - und also der kleinste 

Werth von B^Q' für die Ellipse grösser, die Parabel gleich 
und die Hyperbel kleiner als r ist, ein klares Bild von 
der Gestalt der Kegelschnitte. Die folgenden Figuren 
stellen, soweit es möglich ist, mit den circularen und para- 
bolischen Diametrallinien und den elliptischen Brennpunkten 
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und LeitUni^ eine Ellipse, eine Parabel und eine Hyper- 
bel dar. 






Von den mancherlei Sätzen , die in der obigen Formel ent- 
halten sind, erwähnen wir nur denjenigen, der sich sofort er- 
giebt, wenn man sie in der Form 

B^F -r^B.Q' 
schreibt; er lautet: Das harmonische Mittel zwischen 
den (absoluten) Entfernungen eines Brennpunkts von 
den auf einer seiner Graden liegenden Punkten des 
Kegelschnitts ist constant gleich r. 

Dazu bemerken wir endlich noch, dass, wenn der von 
BjlLjl nach B^F gerechnete Winkel L^B^P' durch d und der 
sogenannte Radiusvactor B^F, absolut genommen, durch q 
bezeichnet wird, 

r 



ö' = + B.F, cos a = + ^^ und also «. ^ 
ist und demgemäss die Belation 



7 = + e cos a' 
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/_ r 

^ 1 + ecosa' 
statt hat. 

35. Die einem Punkte des Kegelschnitts zugehörige Grade 
des Kegelschnitts und die durch ihn gehende Normallinie sind 
nach dem 25. Abschnitte harmonisch conjugirt in Bezug auf 
seine Verbindungslinien mit den Brennpunkten einer Haupt- 
diametrallinie , und folglich sind die auf dieser liegenden Punkte 
jener Graden harmonisch conjugirt in Bezug auf die Brenn- 
punkte — bei der Parabel liegen sie daher von ihnen gleich 
weit ab, so dass mit Bücksicht auf einen Satz des vorigen 
Abschnitts der Satz besteht: Jeder Punkt der Parabel 
und die auf der Hauptdiametrallinie liegenden 
Punkte der durch ihn gehenden Normallinie und 
Graden des Kegelschnitts liegen vom Brennpunkt 
gleich weit ab — und es ist demnach, wenn sie, je nach- 
dem sie auf der ersten oder zweiten Hauptdiametrallinie liegen, 

durch T, N' oder T', N* bezeichnet werden, 

MN'.Mr = c«, Mjr.MT' = c«. 

Diese Gleichungen führen auf einige bemerkenswerthe Sätze. 
Es sei B^i der Fusspunkt der zu einer Graden des Kegel- 
schnitts senkrechten Graden des Brennpunkts B^; es ist dann 

b,b; _ B^r 

N'P' ~N^ 
und demnach, weil 

N'r .MT' = — MN'. MT' 4- MT'' = — MBj + MT'' 

= B^r (MBi + WT) 

ist, 

N'F 

Daraus folgt zunächst, wenn B'^ die analoge Bedeutung hat, 
wegen MB^ = — MB^ die Gleichung 

KE^B7'+B;B7) = i# 
und damit der Satz: Das harmonische Mittel zwischen 
den senkrechten Abständen der Brennpunkte einer 
Hauptdiametrallinie von einer Graden des Kegel- 
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Schnitts ist gleich der zu ihr gehörigen Normale. 
In der Parabel ist daher der senkrechte Abstand des 
Brennpunkts von einer Graden derselben gleich 
der halben ihr zugehörigen Normale. Und weiter er- 
giebt sich 

n'* b'n'* b*n'> 

^ ^ ' ■ c* b* — e*x * cf * 

oder also 

B^B 1 .BjB a = b ; 

das Product der senkrechten Abstände der Brenn- 
punkte der ersten Hauptdiametrallinie von einer 

Graden des Kegelschnitts ist somit constant b^. 

Ferner findet in den obigen Gleichungen ihre Begründung 
die Gleichung 

die den folgenden Satz enthält: Die Brennpunkte der 
ersten Hauptdiametrallinie und die auf der zweiten 
Hauptdiametrallinie liegenden Punkte der durch 
einen Punkt des Kegelschnitts gehenden Normal- 
linie und Graden des Kegelschnitts liegen auf einem 
Kreise, dessen Gentrum auf der zweiten Hauptdia- 
metrallinie liegt. 

30. Sind die auf einer Graden des Kegelschnitts liegen- 
den Punkte zweier polar conjugirter Diametrallinien die Punkte 
P 1 und P 1 , so gehen durch den ihr zugehörigen Punkt P 
des Kegelschnitts die Polaren dieser Punkte, und es ist, da 
diese jenen Diametrallinien parallel sind , wenn die auf ihnen 
durch sie bestimmten Punkte durch R' und R'' bezeichnet 
werden, 

MR^ _ ^^ _ R^'M + MP i 

MPi ~ mf; ~ MP'; 

oder 

MR^ MR"_ 

MP; + MP'; ~ ■^' 

Da nun ein Punkt einer Diametrallinie und der durch seine 
Polare auf ihr bestimmte Punkt als in Bezug auf den Kegel- 



.j 
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schnitt polar conjugirt in Bezug auf die auf ihr liegenden 
Punkte des Kegelschnitts harmonisch conjugirt sind — im Falle 
der Parabel liegen sie somit von diesen gleich weit ab — , so ist 

MP'i . MR' = a"* , MP'; . Mß" = a « 
und also 



es besteht demnach, da durch MR'^ und MR^'* die quadra- 
tischen Parallelabstände des Punktes P von und in Bezug auf 
die polar conjugirten Diametrallinien — wir bezeichnen sie 
durch x"* undx'* — gegeben sind, der Satz: Zwischen den 
Parallelabständen eines Punktes des Kegelschnitts 
von und in Bezug auf zwei polar conjugirte Dia- 
metrallinien besteht die Relation 

x'* x"ä 

Der Parallelabstand des Punktes P von der durch den 
Punkt P' des Kegelschnitts gehenden Graden desselben in Be- 
zug auf die durch ihn gehende Diametrallinie ist 

FR' = P'M + MR' 
und daher 

MR'' =FM* — 2FM . PH' + PTä'* 
oder, wenn wir 



setzen. 



demzufolge ist 



FR' = i 



x''^=a"^-2a"i + P; 



X « = 2-jrX ?7^X», 



und es gilt, wenn die abkürzenden Bezeichnungen 

a a ^ 

eingeführt werden, der Satz: Zwischen den Parallelab- 
ständen eines Punktes des Kegelschnitts von einer 
Graden desselben und der durch den ihr zugehöri- 
gen Punkt des Kegelschnitts gehenden Diametral- 
linie besteht die Relation 

X'a = 2p'x + q'iK 



I M 
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Die Grösse q' ist für jede reelle Diametrallinie der Ellipse 
negativ und der Hyperbel positiv und für die Parabel Null, 
denn es ist 

Die Grösse p' wird der halbe Parameter der Diametral- 
linie genannt, sie ist durch die Gleichung 

bestimmt. Für die Parabel ist demnach 



P'* == -Xi- otler also p'» = 4BiF% 

* 

d. h. der Parameter einer Diametrallinie gleich der 
vierfachen Entfernung des auf ihr liegenden Punk- 
tes derselben vom Brennpunkte. Für den hyper- 
bolischen und elliptischen Kreis ist der Parameter 
einer Diametrallinie gleich ihrer Länge. Der Para- 
meter der ersten Hauptdiametrallinie ist der (erste) 
Parameter des Kegelschnitts. 
Endlich sei noch bemerkt, dass für 

(a" — X)« = a"2 _ «'2 x'« = p'« 

und darnach der Parameter einer Diametrallinie die 
Entfernung derjenigen Punkte des Kegelschnitts 
ist, welche auf einer der, durch die auf ihr in der 
quadratischen Entfernung a'^ — a^ vom Centrum 
ab liegenden Punkte hindurchgehenden, der ihr 
polar conjugirten Diametrallinie parallelen Graden 
liegen. 

37. Die Diaraetrallinien , für deren polar conjugirte die 
Grösse a^ das Quadrat der halben Länge ist, oder deren auf 
dem Kegelschnitt liegende Punkte durch die Gleichung 



o'* 



uiWi 



a 



gegeben sind, sind eben wegen dieser Gleichung und als durch 
den Durchschnittspunkt der harmonischen Hauptdiametrallinien 
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J^Wl — ^S = und der Polaren der imaginären Kreispunkte 
S = gehend durch die Gleichung 

dargestellt. 

Die senkrechten Quadratabstände eines Punk- 
tes -5^=0 einer der Diametrallinien, deren qua- 
dratische halbe Länge die Grösse a"^ ist, von den 
Hauptdiametrallinien sind daher durch die Gleichungen 

gegeben, und demnach ist seine quadratische Entfernung 
vom Centrum 

und. in Folge dessen der senkrechte Abstand des Cen- 
trums von seiner Polare, mit sich selbst multiplicirt, 

m ' — ^ /.a /o 

und also durch die Gleichung 

a'*2ni» = a"2m'« 

gegeben. Diese letztere Gleichung enthält den Satz: Das Pro- 
duct aus der Entfernung des Centrums von einem 
jeden Punkte einer Diametrallinie und seinem senk- 
rechten Abstände von dessen Polare ist constant 
oder in andern Worten, da die Polare eines Punktes einer 
Diametrallinie als durch deren Pol gehend der ihr polar con- 
jugirten Diametrallinie parallel ist, den Satz: Das Product 
der Entfernungen des Centrums von einem jeden 
Punkte einer Diametrallinie und dem durch seine 
Polare auf der zu der ihr polar conjugirten senk- 
rechten Diametrallinie bestimmten Punkte ist con- 
stant. Im Falle des elliptischen Kreises nimmt er die ein- 
fachere Form an: Das Product der Entfernungen des 
Centrums von einem Punkte einer Diametrallinie 
und dem auf ihr durch seine Polare bestimmten 
Punkte ist constant. 

Im Anschluss hieran sei bemerkt, dass die Summe der 



144 Drittes Kapitel. 

reciproken quadratischen halben Längen zweier zu 
einander senkrechter Diametrallinien constant ist; 
denn es ist , wenn wir deren quadratische halbe Langen durch 
a"* und d'l bezeichnen, wegen sin* (90 -|- qp') == 1 — sin* 9>' 

^'•_b« . a'«— b« 






e»a'J e«a'« 



oder also wegen e* + * = 2 und c* = e*b* in der That 

1 I 1 ^^ , 

^^^~b*b* 

Für die harmonischen Hauptdiametrallinien ist übrigens 



«* = + 



e«x * = a S e*x *, = a «, a«m'* = — b«b*, 
für die anharmonischen Hauptdiametrallinien dagegen 



a« 



e»x « = a « , e«x 2 = a » , a «m« == + b«b*. 
38. Die der Gleichung 

a^^ (^8R — ^S) + J^m = 
zugeordnete Gleichung ist 

denn, wenn wir sie in der Form xJP = geben, so erweist 
sich die Constante x, da die der Gleichung J^Wi — -^S = 
zugeordnete Gleichung nach dem 1 3. Abschnitte von der Form 
^*J2+ 2^z/8<i)'= oder, weil hierin wegen 30' = ^ 
2z/« 0)'= J^JP— A2 ist, von der Form AJ^JP^O ist, 
durch die Bemerkung, dass jene Gleichung für a^ = b* und 

a « == b* die Hauptdiametrallinien und für a * = oo die har- 
monischen Hauptdiametrallinien darstellt und daher die zuge- 
ordnete Gleichung in den beiden ersten Fällen die Form = 
annehmen und im dritten den Factor A^J^a^ eingehen muss, 

als von der Form (b« — a «) (b* — a ») A^A^. 

Das Product der senkrechten Quadratabstände eines Punk- 
tes von den Diametrallinien, deren quadratische halbe I^änge 
die Grösse a* ist, ist demnach nach der Formel 15. des 8. Ab- 
schnitts durch die Gleichung 
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16J* {a^A {J^WLa — AS^) + ^'^»«)* 
oder nach gehöriger Reduction durch die Gleichung 

gegeben. 

Für die harmonischen Hauptdiametrallinien ist hiernach 

A^A^Ulfi^fi'* = 16J* (^»»a — AS^y 
und für die anharmonischen Hauptdiametrallinien 
A^A^A^nifi^fi'* = 16JM-^ (^*»a— ^^a) + 2AJmj^] 
es geht daraus hervor, dass jeder Punkt der Kegel- 
schnitte 

S = 0, 2J^n — A& = 
und jeder Punkt der Kegelschnitte 

A {J^Wt — AS) + 2AJ^m — AJ^n = 
A (z/8R — ^S) + 2AJm + AJ^n = 0, 
und nur ein solcher, die Eigenschaft hat, dass das 
Product seiner senkrechten Quadratabstände be- 
ziehungsweise von den harmonischen und anharmo- 
nischen Hauptdiametrallinien constant gleich 

b*b* . b*b* 

— j- und — 7- 

c* c* 

ist 

Für diese Kegelschnitte gelten, wie man aus den Formeln 

am Ende des 29. Abschnitts für /^^ === o und /?'« = 2 erkennt, 

die Relationen 

— 4- — = 4-1 _4-_ = _l 

b* b*""^ 'P" b^ 
welche, in der Form 

x'« X* X* x'* 

b« ^ b' ' _b* — b« 

b« ^_b* ' b' — b« 
geschrieben, vollständigen Aufschluss über sie geben. 

Schendel, Elemente der anal. Oeom. ][q 
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Alle vier Kegelschnitte haben dieselben Hauptdiametral- 
linien ; die Hauptdiametrallinie, die für den ersten Kegelschnitt 
die erste oder die zweite ist, ist für den zweiten die zweite 
oder die erste, für den dritten die erste oder die zweite und 
für den vierten die zweite oder die erste Hauptdiametrallinie. 
Die harmonischen und anharmonischen Hauptdiametrallinien des 
ersten Kegelschnitts sind beziehungsweise die harmonischen und 
anharmonischen des zweiten und die anharmonischen und har- 
monischen des dritten und vierten. Jede Diametrallinie hat, 
je nachdem sie mit dem ersten Kegelschnitte reelle oder ima- 
ginäre Punkte gemein hat, mit dem zweiten Kegelschnitt imagi- 
näre oder reelle Punkte gemein, und zwar ist ihre halbe Länge, 
wenn sie in Bezug auf den ersten Kegelschnitt durch «' oder 
ia dargestellt ist, in Bezug auf den zweiten die Grosse ia 
oder «'; und dasselbe gilt vom dritten und vierten Kegelschnitt. 
Ist der erste Kegelschnitt eine Ellipse oder Hyperbel, so ist 
der zweite gleichfalls eine Ellipse oder Hyperbel, der dritte 
aber und vierte eine Hyperbel oder Ellipse. Endlich bemerken 
wir als die Beschaffenheit und Lage der Scheitelpunkte und 
Brennpunkte beleuchtend, dass das, was für den ersten Kegel- 
schnitt 

bS b% c*, c* 
ist, für den zweiten 

— b% — b% CS — c% 
für den dritten 

b^', — b*, c% c^ 
und für den vierten 

b% — bS CS — c2 
ist. 

39. Das sechszehnfache Product der quadra- 
tischen Parallelabstände eines jeden Punktes des 
Kegelschnitts von den harmonischen Hauptdiame- 
trallinien ist mit Rücksicht auf den vorigen Abschnitt, der 
Winkel q) durch die Gleichung tg* qp= a vorausgesetzt, die 

Grösse . . . o ~ oder, da sin^ cp = — , cos* <P = -^ und also 
c* sm* 2(p ^ ^ e^ ^ e* 

4a 4b*b*^ 
sin*2y =-j = ^ ist, die Grösse c*. Da der auf 
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einer Graden des Kegelschnitts liegende Punkt desselben nach 
dem 7. Abschnitte von den auf ihr liegenden Punkten der har- 
monischen Hauptdiametrallinien gleich weit abliegt, so ist deren 
Entfernung vom Centrum das Doppelte der Entfernung der 
durch die ihnen parallelen Graden jenes Punktes auf ihnen 
bestimmten Punkte vom Gentrum und es ist demnach auch 
das Prbduct der quadratischen Entfernungen der 
auf einer Graden des Kegelschnitts liegenden Punkte 
der harmonischen Hauptdiametrallinien vom Centrum 
constant c^; demgemäss bestimmt jede Grade des 
Kegelschnitts mit den harmonischen Hauptdiame- 
trallinien ein Dreieck, dessen Quadratinhalt con- 
stant — b*b* ist, denn es ist -^ — — = — b^b^ 

4 

Der quadratische Parallelabstand eines der Scheitelpunkte 
der ersten Hauptdiametrallinie von den harmonischen Haupt- 
diametrallinien ist ' „ ,^ = -r* Wir bezeichnen deshalb 

sm^ 2qp 4 

diesen Punkt durch S und die Punkte , die auf den durch ihn 
gehenden den harmonischen Hauptdiametrallinien parallelen 
Graden durch diese und die ihnen parallelen Graden eines 
Punktes des Kegelschnitts bestimmt werden, beziehungsweise 
durch H,^, Ha und Pj, P.^ und setzen 

SHi = SH2 = ö» SPi =^11 SP2 == Xg^ 
es ist dann 

also 

PiHi . P«Ha — -^ = XiXa — 2 (x^ H- X J 

und folglich, da offenbar PiH^ .P2H2 stets positiv ist, nach 
dem ersten Satze dieses Abschnitts 

Xj X2 c 
Jeder Kegelschnitt, für den c*=4 ist, steht darnach wegen 

der Gleichungen ^ + ^ == 1 und ^ + ^ == 1 zu den Ex- 
centricitäten der Kegelschnitte in einer merkwürdigen Beziehung. 

10* 



i 
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Viertes Kapitel. 

Von den Invarianten der Kegelschnitte und den einfachen 

Formen der KegelschnittBgleichimg. Bas Doppelverhältniss. 

Ableitung und Verallgemeinerung von Sätzen vermittelst 

der Frinnpien der Folarreciprocität, Dualität und 

Continuität. 



40. Die Gleichung 

kennzeichnet das Verhältniss — ^ als ein constantes, von der 

Wahl des Fundamentaldreiecks unabhängiges. Es ist also, wenn 
wir den Kegelschnitt S = in Bezug auf ein anderes Funda- 

mentaldreieck durch die Gleichung S = gegeben denken, 

A Ä . 
— ; = — r oder 

^ A 

^ ^ = vA , A. == vA 

und wegen der Gleichungen 

16J^A^A^—A\ WJ^A = A^ — A^, c^=.tL£:^±^ 

A^ jit 

demzufolge 

Daraus geht hervor, dass diese in Bezug auf zwei Fundamental- 
dreiecke gebildeten Coefficientenfunctionen sich von einander 
nur durch einen constanten von der Wahl der Fundamental- 
dreiecke abhängigen Factor unterscheiden; die Functionen 
/:/, A^ A^ A sind, wie man sagt, Invarianten. Die Be- 
stimmung des constanten Factors liefert die die Werthe von 
X, yd angebende Gleichung, für welche der Kegelschnitt xl 
+ y!S = in Punkte degenerirt, nämlich die Gleichung JH^ 
+ 3©'x3x' + 3©>tx'« = 0, in der 30' == JA, 30J = 
— ^3^A ist Nach dem 19. Abschnitte des ersten Theiles 
vollzieht sich nämlich die Coordinatentransformation durch 
lineare Substitution, durch welche die Gleichung x^ + WS = 
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in die Gleichung yi2 + ydS == übergeht, ohne dass dadurch 
die Grössen %, x' sich ändern; die Grössen x, x, für welche 
sie Punkte darstellt, bleiben demnach für jedes Fundamental- 
dreieck dieselben, und es müssen daher, wenn unter den Coef- 
ficienten der sie bestimmenden Gleichung sich einer durch 
Hinzutreten eines Factors ändert, die übrigen denselben Factor 

eingehen, also, weil J^J^ = v^J^J^ ist, auch z. B. J*0' 
= v3j4 0' gein. Und da nun J*z/^== v^i^JA und also an- 
dererseits J*©' = r2ji0' ist, so ergiebt sich der constante, 
Factor durch die Gleichung 

Jt = yjt; 
es ist demnach 

Zugleich leuchtet ein und wird in gleicher Weise aus der 
Gleichung ^»x» + SOx^x + 3©xx'a + ^'»x s = gefunden, 
dass überhaupt ganz allgemein die Functionen 

0, ©', 0, 0' 
auch Invarianten sind, und dass die in Bezug auf 
zwei Fundamentaldreiecke gebildeten genannten 
Functionen ebenso, wie die kubischen Discriminan- 
ten zu einander sämmtlich in dem Verhältniss der 
biguadratischen Fundamentalflächeninhalte stehen. 

Wir nennen den Potenzexponenten des Verhältnisses der 

Fundamentalflächeninhalte J : J in dem Sinne , wie er hier er- 
scheint, den Invariantenexponenten der betreffenden 
Function, so dass darnach z. B. 4 der Invariantenexponent der 
letztgenannten Functionen ist. Der Invariantenexponent 
des Fundamentalflächeninhalts ist Eins, der einer von 
der Wahl des Fundamentaldreiecks unabhängigen Grösse Null. 
Nach den Coordinatentransformationsformeln — wir setzen 
die Coordinatentransformation in der am Schlüsse des 19. Ab- 
schnitts des ersten Theiles bezeichneten Weise ohne jede ein- 
schränkende Relation voraus — geht offenbar die Function R 

in die Function R über; sie ist daher auch eine Invariante 
und zwar ist ihr Invariantenexponent Null. In derselben Weise 
sind überhaupt alle Functionen, die der Null gleichgesetzt 
geometrische Gebilde repräsentiren, Invarianten, 
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weil die Gleichungen dieser Gebilde durch Umformung für 
ein anderes Fundamentaldreieck in ihrer Form offenbar im 
Wesentlichen keine Aenderung erleiden können. So besitzt auch 
die Function J^Vi — ^S den Invariantencharacter und zwar 
muss ihr Invariantenexponent 4 sein. Daraus folgt, dass | der 
Invariantenexponent der Function S und zugleich auch, da 

die dieses ausdrückende Gleichung J*S = J'S, weil ^^S durch 

die Substitutionsgleichungen 6. in J^2 und ebenso ^'*S durch 

die ihnen entsprechenden in J^2 übergeht, die Gleichung 

Jl2 = ji2 nach sich zieht, der Invariantenexponent der Func- 
tion 3 ist. Der Invariantenexponent der Functionen S und H 
oder, sagen wir, der imaginären Kreispunkte und ihrer Polaren 
ist ebenfalls |. 

Nach den Gleichungen 30S + 30'S' + 2JJ'F' = und 
S02+ 3&2' + 2JJ'0' == ist ferner der Invariantenex- 
ponent der Functionen F' und 0' 2. Eigentlich ist die Be- 
zeichnung dieser Zahl als Invariantenexponent nicht ganz cor- 
rect; denn dieser ist doch offenbar der Potenzexponent des 
Verhältnisses, in dem eine Goordinatenfunction zu der aus ihr 
durch die Goordinatentransformationsformeln entstehenden oder 
in dem eine aus den Coefficienten der ersteren gebildete Goef- 
ficientenfunction zu der aus den Coefficienten der letzteren 
gleichgebildeten Function steht, jene Zahl aber bezeichnet den 
Potenzexponenten des Verhältnisses, in dem die in Bezug auf 
die Functionen 2 und ^ oder S und S' gebildeten Functionen 
F' und 0' zu den in Bezug auf die durch Coordinatentrans- 

formation aus jenen entstehenden Functionen 2 und Jt oder S 

und S' gleich gebildeten, nicht zu den aus ihnen durch die 
Coördinatentransformationsformeln hervorgehenden Functionen 
stehen. Man könnte deshalb, weil solche Functionen, die zu 
gegebenen in einer von der Wahl des Fundamentaldreiecks 
unabhängigen Beziehung stehen, sofern sie selbst Coordinaten- 
functionen sind, zum unterschiede von den Coefficientenfunc- 
tionen, die man insbesondere als Invarianten bezeichnet, Co- 
varianten nennt, jene Zahl als Covariantenexponenten be- 
zeichnen, doch abstrahiren wir von dieser Bezeichnung der 
Gleichförmigkeit wegen zu Gunsten der gewählten allgemeineren 
und bezeichnenderen und unterscheiden nur, wenn nöthig, In- 
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Variantenexponenten im engeren und im weiteren Sinne. 
Der Invariantenexponent der Functionen F' und 0' im engeren 
Sinne ist, weil sie Null gleich gesetzt Kegelschnitte repräscn- 
tiren, im Allgemeinen 4; auch wird der Invariantenexponent 
z. B. der Discriminante dieser Functionen im engeren mit dem 
im weiteren Sinne nicht übereinstimmen. 

Die Eigenschaft der bis auf einen bekannten Factor voll- 
ständigen Unveränderlichkeit der Functionen ist von gewich- 
tiger Bedeutung; nach ihr sind nämlich auch Invarianten- 
ausdrücke und -gleichungen, auf die man bei einer spe- 
ciellen, dem jedesmaligen Zwecke am meisten entsprechenden 
Lage des Fundamentaldreiecks, in Folge deren die Gleichungen 
eine einfachere und kürzere Form annehmen, kommt, als für 
jedes Fundamentaldreieck, als allgemein gültig anzusehen, 
vorausgesetzt, dass für sie die Zählung der Invariantenexpo- 
nenten der einzelnen Grössen eines jeden Gliedes eine con- 
stante Summe ergiebt, weil dann ihre Form durch eine Um- 
formung für ein anderes Fundamentaldreieck keine Aenderung 
erleiden kann; im andern Falle werden sie allgemein gültig, 
erst durch eine solche Umformung. Beispiele dazu werden 
sich in den folgenden Abschnitten, in denen die Kegelschnitte 
unter Annahme solcher speciellen Lagen des Fundamental- 
dreiecks zur Entwickelung von Sätzen betrachtet werden, dar- 
bieten. 

41. Wenn ein in Bezug auf den Kegelschnitt sich 
selbst polar conjugirtesDreieck als Fundamentaldreieck 
angenommen wird , so müssen nach dem 9. Abschnitt in der 
Gleichung des Kegelschnitts die Coefficienten agg, ag^, ^^2 
und «2 3 1 «31» «12 Null sein, und der Kegelschnitt ist durch 
die Gleichungen 

^11«! H-a2 2«J + a8 3«J = 0, a^iaj + «22^1 + «33^? = 
dargestellt. 

Das Centrum des Kegelschnitts ist 

(«11» «22 9 «33) öder (a22^33 9 ^33^11' ^11^22)5 
seine senkrechten Abstände von den Seitenlinien des Dreiecks 

sind daher durch — ; — -—^ — ^ — i r oder — , u. s. f. 

Si («1 1 H- «2 2 + «3 3) -^s^ai i 

gegeben; es folgt daraus wegen b^b = -ß- zunächst der 
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Satz: Die Summe der reciproken senkrechten Ab- 
stände des Centrums des Kegelschnitts von den 
Seitenlinien eines in Bezug auf ihn sich selbst polar 
conjugirten Dreiecks, multiplicirt mit der quadna- 
tischen halben Länge der inneren Winkelhalbi- 

2b »b* 
rungsdiametrallinien d. i. mit — g— , ist gleich dem 

\^ 

negativen vierfachen Inhalte des Dreiecks, und 
das Product jener senkrechten Abstände, multipli- 
cirt mit dem doppelten Radius des dem Dreieck um- 
schriebenen Kreises, gleich b*b*. Femer ist die Po- 
tenz des Gentrums des Kegelschnitts in Bezug auf 
den einem in Bezug auf ihn sich selbst polar con- 
jugirten Dreieck umschriebenen Kreis gleich dem 
negativen quadratischen Radius des durch seine 
hyperbolischen Brennpunkte gehenden Kreises, 
denn sie ist 

&1 1^2 8^8 8 (^1^11 "1" Sa9'g2 4~ S,a3 3) _^ ^^-^ ___ ^2 

(3-2 8*8 8 H" *8 8^11 H" ^11*82)^ -^^ 

Weil für den hyperbolischen Kreis c* =^ ist , so liegt sein 
Centrum auf jenem Kreise; der einem jeden in Bezug auf 
den hyperbolischen Kreis sich selbst polar con- 
jugirten Dreieck umschriebene Kreis geht also stets 
durch sein Centrum. 

Die Centra der ein- und angeschriebenen Kreise 
eines jeden in Bezug auf den hyperbolischen Kreis 
sich selbst polar conjugirten Dreiecks liegen auf 
dem hyperbolischen Kreise, denn es ist a^^sj + a22sl 
+ ^ss^J = ^ wegen -^ = 0. 

Der (nicht unendlich ferne) elliptische Brennpunkt der 
Parabel ist, wenn diese auf ein sich selbst polar conjugirtes 
Dreieck bezogen ist, durch die Form 

V «11 «88 «83/ 

gegeben, die ihn als einen Punkt der Verbindungslinie des 

(g« gS g« \ 

-^1 -^1 "^1 
«11 «88 ««3>^ 

d. i. des auf dem umschriebenen Kreise liegenden, dem Centrum 
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in Bezug auf das Dreieck isogonal entsprechenden Punktes be- 
zeichnet und zugleich, wenn diese Punkte durch B, S, U be- 
zeichnet werden , auf Grund der Formel 9. des 8. Abschnitts 

gS g* g> ^ 

des ersten Theiles wegen -^ H — - -{ — - = -7= die Rela- 

«11 «28 <^88 ^ 

tion 3SB — ÜB = oder, da Bü = BS + Sü ist, die Relation 

2BS = Sü 

erkennen lässt; der Brennpunkt der Parabel liegt dem- 
nach auf dem Feuerbachschen Kreise eines jeden in 
Bezug auf sie sich selbst polar conjugirten Dreiecks« 
Die Polare des Brennpunkts ist 

oder 

wegen 2J (cot A, + cot Aj) = sj, u. s. f. und a^ + «22 
+ ttgg =0 liegt daher auf ihr der Punkt (sj cot A^, sj cot A,, 
sj cot A3), und es gilt der Satz: Das Centrum des einem 
jeden in Bezug auf eine Parabel sich selbst polar 
conjugirten Dreieck umschriebenen Kreises liegt 
auf der (nicht unendlich fernen) elliptischen Leitlinie 
derselben. 

Durch jede zwei zu einander senkrechte Grade eines ellip- 
tischen Brennpunkts und dessen Leitlinie wird ein sich selbst 
polar conjugirtes Dreieck bestimmt. Nimmt man demgemäss 
einen Brennpunkt der ersten Hauptdiametrallinie als den Funda- 
mentalpunkt (0, 0, 1) und zwei durch ihn gehende zu einander 
senkrechte Grade als die Fundamentallinien |1, 0, 0|, |0, 1, 0| 
an, so ist 

(-^ + JL) Cii — 2^»sJ = 0, (-^ -f Ä) «32 — 2^*sJ = 
oder 

2JH\ 2JHI 



ao«aoQ — — z : j« aaoa 



und demzufolge 



oder 
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und die Gleichung des Kegelschnitts, bezogen auf ein durch 
einen Brennpunkt der ersten Hauptdiametrallinie und dessen 
Leitlinie bestimmtes sich selbst polar conjugirtes Dreieck, ist 
in Punktcoordinaten 

sjaj + sjaj — r«aj = 0. 

Da hiemach offenbar A = 8J« — sjr« , A = sjr« — 4J« , also 
A^ = sjr* und somit wegen J^ = 4J*r* in dem gegenwärti- 
gen Falle 

A = sjr« , -^ + JL == 8J« 
ist, so ist 

4J»e« =« sJrS 

und die gegebene Gleichung ist demnach in der Form 

sj ^ s; si 

darstellbar und zeigt dadurch, dass die Summe der senk- 
rechten Quadratabstände eines Punktes des Kegel- 
schnitts von zwei zu einander senkrechten Graden 
einesBrennpunkts der ersten Hauptdiametrallinie 
gleich ist seinem mit e' multiplicirten senkrechten 
Quadratabstande von dessen Leitlinie. 

Die Gleichung des elliptischen Kreises, bezogen auf ein 
in Bezug auf ihn sich selbst polar conjugirtes Dreieck, ist, 
weil aus den Gleichungen a^^ + a^g = XsJ, u. s. i die Grös- 
sen a^i, a,^) stss s^c^ ^ ^^^ Grössen cot A^, cot A^, cot Aj 
proportional erweisen, in Punktcoordinaten 

cot k^a\ -h cot AjaJ + cot k^a\ = 0. 

Der im 18. Abschnitte des ersten Theiles so benannte Kreis 
um den Höhenpunkt des Dreiecks ist demnach der- 
jenige Kreis, in Bezug auf den das Dreieck ein sich selbst 
polar conjugirtes Dreieck ist; er wird deshalb der dem Dreieck 
polar conjugirte Kreis genannt. 

43. Wenn man das Fundamentaldreieck so annimmt, 
dass z. B.'der Fundamentalpunkt (1, 0, 0) ein Punkt des Kegel- 
schnitts ist, so muss a^L 1 = 0, oder dass z. B. die Fundamental- 
linie |1, 0, Ol eine Grade des Kegelschnitts ist, so muss «n ==0 
sein. Darnach ist die Gleichung eines durch zwei Funda- 
mentalpunkte (0, 1, 0), (0, 0, 1) gehenden Kegelschnitts 

^11«? + 2a2 3as,a8 -^-^^^^a^^^^ +2aiaöiaj =0 
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und die Gleichung eines an zwei Fundamentallinien |0, 
1, 0|, |0, 0, 1| liegenden Kegelschnitts 

«ii^J + 2a2 3a2a3 H-2asia3ai ■+-2a\^B,iB,2 =0. 

Zwischen diesen Kegelschnitten besteht, da 

+ 2 (asiajj — aggaii) (a'sia u, — a gg« ^ J 

+ 29,^2^2 9^ 18^ 8 8 "T" ^a2sa3i0f 33« 3 ^ 

= (a8 3a23+a3ia3i + »12« 12)* +aiia2 3 (— 2a 3ia\jj 

+ «'11« as) + «'ii«a3 (— 2asiai2 + »iiaag) 
und 

3© = ^ (« iiaii + 2a 43a j 3 + 2a 3ia8i + 2a i^aiaX 
^3 =- 2a28a3iai2 + a^aJa, 
^'3 = — 2aa3a3ia\2 + «iial8 
ist) die Belation 

3^'©'-i(^-a,,a\,y=3^©-i(^-a,,a',,)' 

^ « 3 a.2 3 



xa'!. . Xa? 



oder also, wenn wir 

setzen und, was unter der Voraussetzung der Nichtdegene- 
ration der Kegelschnitte stets angeht, 

— ä ' —^ 
• a^a — j 9 ^ S3 — ^' » 

wo d, d' die Discriminanten der Kegelschnitte sind, wenn sie 
in der Form 

aii«J + 2a,a3 + 2a3ia3ai + 2eL^g,aia^ = 
a\ ^aj + 2aaa3 + 2a 3 ^aaa^ + 2a\^SL^Si^ = 

vorausgesetzt sind, annehmen, die Relation 
^3^0+i(^-^-^.^j ^^SJ0 

In dieser Relation sind offenbar x, x' und A, A' die speciellen 
Werthe , für welche xS + x'S' = einen durch den Funda- 
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mentalpunkt (1, 0, 0) gehenden und 12 + X'S' = einen an 
der Fundamentallinie |1, 0, Oj liegenden Kegelschnitt darstellt, 
und es ist daher aus ihr der folgende Satz zu entnehmen: 
Wenn von einem Dreieck zwei Eckpunkte Punkte des Kegel- 
schnitts S == und die ihnen gegenüberliegenden Seitenlinien 
Grade des Kegelschnitts S'^=0 sind, so ist, wenn ausserdem 
die dritte Seite an dem Kegelschnitte X2 + l'S' == liegt, der 
dritte Eckpunkt ein Punkt des einen und des andern der durch 
die obige Gleichung bestimmten Kegelschnitte xS + % S' = 0, 
und , wenn der dritte Eckpunkt auf dem Kegelschnitt xS + 
x'S' = liegt , die dritte Seitenlinie eine Grade des einen 
und des andern der durch sie bestimmten Kegelschnitte 12 

Insbesondere sind in diesem Satze, da «n =0 und da- 
mit 1 = und femer a^ j = und damit x' = angenommen 
werden kann, die folgenden Sätze enthalten: 

Wenn von einem Dreieck zwei Eckpunkte Punkte des 
Kegelschnitts S=0 und die Seitenlinien Grade des Kegelschnitts 
JS' = sind, so ist der dritte Eckpunkt ein Punkt des Kegel- 
schnitts 

4^8^'8S + 3(J(J' (3 ©'» — 4J^ O) S' = 0. 

Wenn von einem Dreieck zwei Seitenlinien Grade des Kegel- 
schnitts ^ =5= und die Eckpunkte Punkte des Kegelschnitts 
S = sind, so ist die dritte Seitenlinie eine Grade des Kegel- 
schnitts 

4^»^3 V ^ 3^5' (302 _ 4^3 0') ^= 0. 

Zwischen dem durch die Eckpunkte eines Dreiecks gehenden 
und dem an dessen Seitenlinien liegenden Kegelschnitte oder 
zwischen den einem Dreieck umschriebenen und ein- 
oder angeschriebenen Kegelschnitten S = und 
^ = besteht die Relation 

30'2 — 4z/8 © = oder 30^ — 4^»©' = 0. 

43. Die Gleichung eines einem Dreieck umschrie- 
benen Kegelschnitts ist, wenn dieses als Fundamental- 
dreieck angesehen wird, in Punktcoordinaten 

2a2s«8a3 + 2a8iasai + 2Ai^a^a^ = 0. 
Da hiernach in diesem Falle 
-^ = — 4J (cot A^aga + cot Aga^i + cot Ajai,) 
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ist, so liegt auf dem hyperbolischen Kreise der 
Höhenpankt eines jeden ihm eingeschriebenen 
Dreiecks. Das zu den drei Eckpunkten und dem Höhen- 
punkte des Dreiecks gehörige Diagonaldreieck, dessen Eck- 
punkte offenbar die Höhenfusspunkte sind, ist daher in Bezug 
auf den hyperbolischen Kreis sich selbst polar conjugirt und 
somit dessen Centrum ein Punkt des ihm umschriebenen Kreises; 
das Centrum des hyperbolischen Kreises liegt dem- 
nach auf dem Feuerbachschen Kreise eines jeden ihm 
eingeschriebenen Dreiecks. 
Ferner bemerken wir, dass 

J^m = (sjaj, + sjafa — äSgSa cos A^a^^a^^) aj -j 

-|- 2 (s,a2ia3]^ — ^2^9 cos A^^a^g + SgS^ cos A2a2 3a3j^ 

— SiS^ cos Asaagau) a^ag H 

ist, und erkennen daraus sofort, dass für den Seitenmittelpunkt 
(0, 1, 1) z/*S ==sj(^ + 4a3iai2) und demzufolge nach dem 
37. Abschnitte wegen B = 4, wenn die quadratischen halben 
Längen der durch ihn gehenden und der ihr polar conjugirten 
der Seitenlinie |1, 0, 0| parallelen Diametrallinie durch a'J und 
aj bezeichnet werden, seine quadratische Entfernung vom 
Centrum 

a: = — 



^•(*+^) 



ist; darnach ist, da nach dem 36. Abschnitt 



4d[ 

ist, die quadratische Länge der der Seitenlinie |1, 0, 0| paral- 
lelen Diametrallinie 

und folglich wegen J^ = — ^^^ ^^91^1 2 ^^^ b*b* = 

T^r- das Quadrat des Radius des einem dem 

^^ 

Kegelschnitt eingeschriebenen Dreieck umschrie- 
benen Kreises 

J b«b* 
gleich dem durch b^b^ dividirten Producte aus den 
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quadratischen halben Längen der den Seitenlinien 
parallelen Diametrallinien oder also der den durch 
die Durchschnittspunkte der zu den Eckpunkten 
gehörigen Graden des Kegelschnitts gehenden Dia- 
metrallinien polar conjugirten Diametrallinien. In 
der Form 



4JVJ=«P 



a,»a,»a, 



geschrieben, zeigt diese Formel in bestimmter Form zugleich, 
dass das Quadrat des Radius des einem der Parabel 
eingeschriebenen Dreieck umschriebenen Kreises 

•%' w^' •*' 

j/* _ P iP 8P 8 

'~ r 

gleich ist dem durch den halben Parameter der Pa- 
rabel dividirten Producte aus den halben Para- 
metern der durch die Durchschnittspunkte der den 
Eckpunkten zugehörigen Graden der Parabel gehen- 
den Diametrallinien. 

Die Gleichung des einem Dreieck ein- oder ange- 
schriebenen Kegelschnitts ist, wenn es als Fundamental- 
dreieck angenommen wird, in Liniencoordinaten 

^^ts^t^s + 2«siasai + 2ai8aia, = 0. 
Das Gentrum des Kegelschnitts ist demnach durch die Form 

(«12 + «131 ««1 +«t3l «81 +«82) 

gegeben. Es erhellt daraus zunächst mit Rücksicht darauf, 
dass ^ = 2^ (a«3 +«81+ «1«) ^^^ 

^ == 2J (cot Ai^i + cot A^A^ + cot A^l^) 

ist, wegen («12 + ai^)« = z/Xi, u. s. f., dass die Potenz 
des Centrums des Kegelschnitts in Bezug auf den 
einem ihm umschriebenen Dreieck polar conjugirten 
Kreis gleich ist dem negativen quadratischen Radius 
des durch seine hyperbolischen Brennpunkte gehen- 
den Kreises; insbesondere liegt daher das Gentrum des 
hyperbolischen Kreises auf dem einem jeden ihm um- 
schriebenen Dreieck polar conjugirten Kreise. Weiter 
ist offenbar der dem Gentrum der Parabel in Bezug auf 
ein ihr umschriebenes Dreieck isogonal entsprechende 
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Punkt der Brennpunkt und daher dieser ein Punkt 
des jenem Dreieck umschriebenen Kreises; seine Form 
ist wegen «43 + «31 + «la = 

fiL iL ^\ 

V«23' «31' «12/ 

und demnach seine Polare wegen s' — sj — sj = — 4J cot Aj, 
u. s. f. 

|cotÄ^cir2 3) cotAg^sx) cotAja^jK 
der Höhenpu'nkt eines jeden der Parabel umschrie- 
benen Dreiecks liegt daher auf ihrer Leitlinie. 

Endlich entnehmen wir aus der für diesen Fall geltenden 
Gleichung 

^'S = «L (s!«J3 + 8j«I. + sMa — 2s,S3 cos Aiajittig 

+ 2s3Si cos Aaai2«2 3 + ^SjSg cos A^a^^a^^) aJH 

+ 2^3 ^aij (Sjaj. — sja;, — s|af, 
— 2SjS3 cos Aia3ia,8)a2a3 -j , 

dass für den auf der Seitenlinie |1, 0, Ol liegenden Punkt des 
Kegelschnitts (0, a^jj, a^^) wegen z/' = — '^<^2i<Xsi(Xi^ 8 == 
J^sl und somit wegen Wt==^{a^2 +^13)* ^^^ quadratische 
halbe Länge der der durch ihn gehenden polar conjugirten 
Diametrallinie 

^* ^(«18 +«13)* 

ist; es ist daher, da der Flächeninhalt des durch die zu den 
Seitenlinien gehörigen Punkte des Kegelschnitts bestimmten 
Dreiecks 

(«12 + «13) («21 + «23) («31 + «32) 

ist, das Quadrat des Radius des einem dem Kegel- 
schnitt umschriebenen Dreieck umschriebenen 
Kreises 

/2 _ «?«?«; Ji 

'~4b»b**J'* 

gleich dem durch 4b2b* dividirten Product aus den 
quadratischen halben Längen der den durch die zu 
den Seitenlinien gehörigen Punkte des Kegelschnitts 
gehendenpolar conjugirten Diametrallinien, mul- 
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tiplicirt mit dem quadratischen Verhältniss des 
Flächeninhalts des Dreiecks zum Flächeninhalt der 
durch die bezeichneten Punkte bestimmten Dreiecks. 
Wegen cfg^ + aj^ + a^j, = im Falle der Parabel ist 
der Flächeninhalt eines der Parabel umschriebenen 
Dreiecks gleich dem halben Flächeninhalte des 
durch die zu den Seitenlinien desselben gehörigen 
Punkte der Parabel bestimmten Dreiecks. Das 
Quadrat des Radius des einem der Parabel um- 
schriebenen Dreieck umschriebenen Kreises ist daher 

^•~ 16r 

gleich dem durch den sechszehnfachen halben Para- 
meter der Parabel dividirten Product aus den halben 
Parametern der durch ^ie zu den Seitenlinien ge- 
hörigen Punkte der Parabel gehenden Diametral- 
linien. 

44. Das Quadrat des Radius des durch drei Punkte des 
Kegelschnitts gehenden Kreises hat, wie aus der betreffenden 
Formel des vorigen Abschnitts erhellt, auch dann einen be- 
stimmten Werth, wenn die drei Punkte in einen zusammen- 
fallen. Man nennt den durch drei in einen Punkt zu- 
sammenfallende Punkte des Kegelschnitts gehenden Kreis 
den zu dem Punkte gehörigen Krümmungskreis des Kegel- 
schnitts. Sein Centrum, das Krümmungscentrum, ist als 
der Durchschnittspunkt der durch die Seitenmittelpunkte des 
durch die drei Punkte bestimmten Dreiecks gehenden zu den 
Seitenlinien senkrechten Graden ein Punkt der Normallinie des 
Punktes und zwar der Durchschnittspunkt der Normallinien 
zweier in ihm zusammenfallender Punkte des Kegelschnitts. 
Sein Radius ist der sogenannte Krümmungsradius und nach 
dem vorigen Abschnitt durch die Formel 



b«b*' 
die für die Parabel die Form 

r'« = i— 
r 

annimmt und sich offenbar auch in den Formen 
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r 2 ==. — _^^ • p ^ , r * == -^, r *m* === n*n* == a ^ 



darstellen lässt, gegeben. Der Krümmungsradius für 
einen Scheitelpunkt der ersten Hauptdiametral- 
linie ist der halbe Parameter des Kegelschnitts. 

Der vierte von den offenbar vier mit dem Kegelschnitt 
gemeinschaftlichen Punkten des Krümmungskreises fällt mit 
den drei in einen Punkt zusammenfallenden im Allgemeinen 
nicht zusammen, indem nach dem folgenden Abschnitte nur 
für die Scheitelpunkte alle vier Punkte in einen zusammen- 
fallen; der Krümmungskreis für einen Punkt ist daher, wenn 
die zu ihm gehörige Grade des Kegelschnitts und eine be- 
stimmte durch ihn gehende Grade durch die Gleichung S' = 
bezeichnet werden , durch die Gleichung xS + x'S' = ge- 
geben, weil nach dieser Gleichung jedenfalls drei von den ihm 
angehörigen Punkten des Kegelschnitts in einen zusammenfallen. 

Noch mag bemerkt werden, dass nach der letzten Formel 
des vorigen Abschnitts das Quadrat des Badius des durch die 
Durchschnittspunkte dreier in eine Grade zusammenfallender 

Graden der Parabel gehenden Kreises -^ ist; die drei Durch- 
schnittspunkte fallen mit einem Punkte der Parabel, auf dessen 
Normallinie das Gentrum des Kreises liegt, zusammen. 

45. Ein Kegelschnitt, dessen mit dem Kegelschnitt ge- 
meinschaftliche vier Punkte auf zwei zusammenfallenden oder 
also auf einer Graden liegen, so dass darnach, je nachdem diese 
Grade eine Grade des Kegelschnitts ist, oder nicht, alle vier 
oder blos zwei und zwei in einen Punkt zusammen- 
fallen, ist, wenn sie die Gleichung S'* = darstellt, durch die 
Gleichung xS + x'S" = gegeben, und demgemäss für ihn, 
wenn wir den Pol der Graden durch die Gleichung 2"' = 0, 
die wir als so beschaffen voraussetzen, dass z/*S'" und J^S"' 
durch die Substitutionsgleichungen 6. und 7. in einander über- 
gehen, repräsentiren, mit Rücksicht auf den 13. und 16. Ab- 
schnitt 

Schendel , Elemente der anal. Geom. ]^ | 
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A'* = xM» + 2xx' (— 8J'G^. +- ^Si) + k'»S3-. 
Hiernach ist zunächst der Kegelschnitt ein elliptiacher 
eis, wenn 

r also, wenn wir den Punkt 5" = als einen Punkt einer 
Diametrallinien 

A (^»B — ^YS) + ^»S = oder o'*^« + z/»« = 0, 
en quadratische halbe Länge die Grösse a* ist, ansehen, 
1 dann 



- 16J'-^ (tt' — b') (a'' — b') 



r endlich wegen der Formeln (b* — «'*) (b* — a'*) = b*b* 
»'*«"* und b»b* == — — -TT— wenn 

« " o"^ V ' b'b' / 

und das Quadrat des Radius (des halben Parametera) 



8. IM« iJ' + / 



r also, da man aus der obigen Gleichung der Diametral- 
! in Erinnerung daran, dass die quadratische Entfernung 
Punktes vom Centrum 

'. = -_«^ ^*i' 



findet. 
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^« («* — « "*) x' 



b*b /■ "1 / ^'ä„"a\» 



(■ + !/•- S) 



oder 



ß 






Der unter dem Wurzelzeichen, das die Existenz zweier ellip- 
tischer Kreise, deren mit dem Kegelschnitte ge- 
meinschaftliche vier Punkte auf der Polare eines 
Punktes Hegen, anzeigt, stehende Ausdruck ist im Allge- 
meinen für jede reelle Diametrallinie negativ, wie sich daraus 
ergiebt, dass 

weil in der Form «"* ?^ darstellbar, das Quadrat der 

Entfernung eines Punktes 2' = des Kegelschnitts von dem 
auf der ihm zugehörigen Graden desselben liegenden Punkte 
der zu ihr senkrechten Graden des Centrums ist; nur für die 
Hauptdiametrallinien ist er Null. Deshalb sind auch jene zwei 
elliptischen Kreise höchstens nur dann reell und zugleich fallen 
sie mit einander zusammen, weftn der gegebene Punkt ein 
Punkt der Hauptdiametrallinien ist. 

Der obige Ausdruck nimmt für «"* = b^ , a * = b* die 
Form 

+b*(i-|^) 

an and lässt daraus in Erinnerung an die Formeln 25. und 
27. des 21. Abschnitts den Satz entnehmen: Das Quadrat 
des Radius (des halben Parameters) des elliptischen 

11* 
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Kreises, dessen mit dem Kegelschnitt gemeinschaft- 
liche vier Punkte auf der Polare eines der auf der 
ersten Hauptdiametrallinie liegenden Punkte 

liegen, ist 

H ^ — -, — -^ oder — ^^ — j — ^—; 

X X 

für die Scheitelpunkte ist es r« , für die hyperbolischen Brcnn- 

Für a* =«"* erhält man weiter den Satz: Das Qua- 
drat des Radius eines jeden der zwei elliptischen 
Kreise, deren mit dem Kegelschnitt gemeinschaft- 
liche vier Punkte mit dem Punkte ^ = desselben 
zusammenfallen, ist gleich dem zu diesem Punkte 
gehörigen quadratischen Krümmungsradius, divi- 
dirt durch die dritte Potenz des Ausdrucks 

1 + y 1 — -TTFi"» der für die Parabel die Form 



punkte — g- und far die elliptischen Brennpunkte 0. 




nimmt. 

Der Kegelschnitt ist femer eine Parabel, wenn 

x^ — x'©^. = 

ist, und demnach mit Rücksicht darauf, dass 

ist, deren quadratischer halber Parameter 

©a- J b*b* 






(-+w) 



4 



Der quadratische halbe Parameter der Parabel, 
deren mit dem Kegelschnitt gemeinschaftliche vier 
Punkte auf der Polare des Punktes -2" = liegen, 
ist also 

b^b* 

^^^^ • 
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für die Parabel ist er r*, da jene Parabel nach der obigen 
Bedingungsgleichung wegen ^ = mit ihr zusammenfällt, und 
demnach stets 

Femer bemerken wir unter Hinweis auf die Formeln 25. 
bis 28. des 21. Abschnitts den folgenden Satz: Der quadra- 
tische halbe Parameter der Parabel, deren mit dem 
Kegelschnitt gemeinschaftliche vier Punkte auf der 
Polare eines der auf der ersten Hauptdiametrallinie 
liegenden Punkte 

xl6J«z/3P + x'B = oder xl6J«^3P + x'Ä = 

liegen, ist 

r« {/ — {A — A) x) r« (x — {A — ui) x) 

e'x e'x 

für die Scheitelpunkte ist er r*, für die elliptischen Brenn- 

r* r* 

punkte -^ und für die hyperbolischen — ^- 

Endlich ist der Kegelschnitt ein hyperbolischer Kreis, 
wenn 

yui + x'S^. = 

ist, und demnach mit Rücksicht darauf, dass 

ist, der biquadratische halbe Parameter des hyper- 
bolischen Kreises, dessen mit dem Kegelschnitt 
gemeinschaftliche vier Punkte auf der Polare des 
Punktes ^'^O liegen, 

8-^ . 16U«^g ^ 4J«^^g ^ V »df- / 

oder 

b'bV« (c» — «'•»)* 



ff.» t'A 
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Für a"* =b', a'« ==b* ist dieser Ausdruck das Qua- 
drat von 



- E' (' - j;> 



und daraus in Erinnerung an die Formeln 26. und 28. des 
21. Abschnitts der Satz zu erkennen: Das Quadrat des 
(ersten oder zweiten) halben Parameters des hyperboli- 
schen Kreises, dessen mit dem Kegelschnitt ge- 
meinschaftliche vier Punkte auf der Polare eines 
der auf der ersten Hauptdiametrallinie liegenden 
Punkte 

xl6J«^»P + %B = 
liegen, ist 



1 oder 

X X 



punkte -^ und filr die hyperbolischen Brennpunkte 0. 



für die Scheitelpunkte ist es r*, für die elliptischen Brenn- 
2r« 
e- 

Null ist der Parameter des hyperbolischen Kreises wegen 
a» == c* überhaupt für alle Punkte des durch die hyperboli- 
schen Brennpunkte gehenden Kreises, für welche er nämlich in 
zu einander senkrechte Grade degenerirt. 

Schliesslich heben wir den Fall a'*=a'^ hervor: Der 
biquadratische halbe Parameter des hyperbolischen 
Kreises, dessen mit dem Kegelschnitt gemeinschaft- 
liche vier Punkte in einen Punkt desselben zusam- 
menfallen, ist 

b^bVe 



a"« 



und darnach im Falle der Parabel 

rp'8. 
40. Nimmt man das durch zwei Punkte des Kegel- 
schnitts und den Pol ihrer Verbindungslinie oder 
durch zwei Grade des Kegelschnitts und die Polare 
ihres Durchschnittspunktes gebildete Dreieck als Funda- 
men taldreieck an, so ist der Kegelschnitt in Punkt - und Linien- 
coordinaten durch die Gleichungen 

ai ^a\ + 2a2 sögös = , a^ ^aj -f- 2ct^ ja^a, = 
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dargestellt, vorausgesetzt, dass der Pol und die Polare als 
durch die Formen (1, 0, 0) und |1, 0, 0| gegeben angesehen 
werden, denn einerseits muss, weil die Fundamentalpunkte 
(0, 1, 0), (0, 0, 1) auf und die Fundamentallinien jO, 1, Oj, 
10, 0, ]| an dem Kegelschnitt liegen, 

»22 =0, »33 =0, «gjj =0, «53 =0 

und andererseits, weil die Polare von (1, 0, 0) die Grade ja^, 
Ej g, a^gl und der Pol von |1, 0, 0| der Punkt (a^ i, «j g, a^^) ist, 

»31 =0, ai2 =0, «31 =0, «12 =0 
sein. Zufolge der Bedeutung der Coordinaten liegt in diesen 
Gleichungen der folgende Satz: Das Product der senk- 
rechten Abstände eines Punktes des Kegelschnitts 
von zwei Graden desselben steht zu seinem senkrech- 
ten Quadratabstande von der Polare ihres Durch- 
schnittspunktes, und das Product der senkrechten 
Abstände zweier Punkte des Kegelschnitts von einer 
Graden desselben zum senkrechten Quadratabstande 
des Pols ihrer Verbindungslinie von ihr in constan- 
tem Verhältnis s. Insbesondere ist für die Parabel 

«» — 4«j«8 = 0, 

weil ^= ^ («11 -{- 2«2 3)==aj8 + äana^g ist, und für den 
elliptischen Kreis 

SjSs«! Sj«jj«3 = ü, Sg = S3 , 

weil — 2a2 3 :au :aii =sj :sj:sj ist, und es gelten daher 
auch insbesondere die Sätze: Der Quadratinhalt des durch 
einen Punkt der Parabel mit zwei Punkten der- 
selben bestimmten Dreiecks ist gleich dem Pro- 
ducte der Inhalte der von ihm mit je einem dieser 
Punkte und dem Pole ihrer Verbindungslinie bestimm- 
ten Dreiecke. Das Product der senkrechten Ab- 
stände eines Punktes des elliptischen Kreises von 
zwei Graden desselben ist gleich dem senkrechten 
Quadratabstande von der Polare ihresDurchschnitts- 
p unkt es. Der Durchschnittspunkt zweier Graden des ellip- 
tischen Kreises liegt von den zu ihnen gehörigen Punkten des- 
selben gleich weit ab. 

Für die in diesem Abschnitte vorausgesetzte Lage des 
Fundamentaldreiecks hat man 
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j'S, = s^a^.a; + ajaj.aj + sIrJ,«? — 28,8j co3A,aJ,otj«( 

— 28iSj cos As&igaiiasai — 2Sg8, cos A}a(ga^^((,a,, 
und diese einfache Form der Function lässt, wie in früheren 
Fällen, so auch hier einige bemerkenswerthe Belationen und 
e leicht erkennen. 

Die auf der durch den Funkt (1, 0, 0) gehenden Diametral- 
liegenden Punkte des K^^schnitts sind offenbar durch 
Form 



(>/=^a,,, ViTi, Va„) 
ben; es ist für sie daher 



2a*» " 

demzufolge, wie man mit Rücksicht auf die Gleichangen 
J' = a^^aj,, -f/ = sjau — 2s,8, coa A^a,, 
3ffJ = 3j + 48jS, cos A, , 2aj,^ = jis] — 3ffX. 
it erkennt, der halbe Parameter der durch den Paukt 
0, 0) gehenden Diametrallinie durch die Gleichung 
— 2a ,3 ^ s| 
*ii 3ffjp'* 

t\ ist das dreifache Quadrat der Entfernung des Punktes 
Schwerpunkte des Fundamentaldreiecks — gegeben. In 
;e dieser Gleichung ist 

■^ = -^-(12ffJp'?-s;) 

-^ = — ||f ■ (12fffp'I — B*,+ SsJffJ) 
demnach zunächst für die Parabel 
12ffjp'; — s; = 0, 
den hyperbolischen Kreis 

12ffJp'J — sj + Ssjfff = 
für den elliptischen Kreis 

(12ffjp'; — a; +- 3s*0» — 64J« (12fflp'; — sj) = 0. 
Die quadratische halbe Länge der der bezeichneten Dia- 
rallinie polar conjugirten oder der der Graden |1, 0, Oj 
illelen Diametrallinie ist 

,, 8»^« , ,, SsV;»'* 

' 2a, j-^ ' ISffJp, — sj 
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Für die Punkte (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) ist B = 1 
und ^«S beziehungsweise s^aj^, sjaj,, slajg. Demnach sind 
ferner die quadratischen halben Längen der den Graden |0, 1, 0|, 
|0, 0, 1| parallelen Diametrallinien 

'f °8**88 '8 °<**g8 

«. — ^ ' «» — ^ 



oder 



» ~ 12cjJp'J — st ' ' 1 2cj*p'» — sj ' 
so dass also die Belation 

4J2g« 

a!,sin> A« = cf! sin« A« = to"«— '«"^ — ^4. 

besteht , und der senkrechte Quadratabstand des Gentrums von 
der Graden |1, 0, 0| 

""^ sjaj, s!aj,^« 

oder 

4J«st 



mj = 



(12(Fjp'? - sJ)« 

Das Quadrat des Radius des einem durch zwei 
Grade des Kegelschnitts und die Polare ihres Durch- 
schnittspunktes gebildeten Dreieck umschriebenen 
Kreises ist somit offenbar 



*- — ^ '• 



4m? 

gleich dem durch den vierfachen senkrechten Qua- 
dratabstand des Centrums von der Polare dividirten 
Product aus den quadratischen halben Längen der 
jenen Graden parallelen Diametrallinien. Es lässt 
sich auch in der Form 

^ 4btb* «r 

in der a* die quadratische Entfernung des Punktes (1, 0, 0) 
vom Centrum ist, darstellen, und dadurch sofort erkennen, 
dass das Quadrat des Radius des einem durch zwei 
Punkte der Parabel und den Pol ihrer Verbindungs- 
linie bestimmten Dreieck umschriebenen Kreises 
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-'. „ PiP'iP'» 

-nch ist dem durch den vierfachen halben Para- 
;er derselben dividirten Product aus den halben 
ametem der durch sie gehenden Diametrallinien. 
Der Radius des durch zwei in einen Punkt zusammen- 
nde Punkte des Kegelschnitts und den gleichfalls in ihn 
aden Pol ihrer Verbindungslinie gehenden Kreises ist der 
e zu dem Punkte gehörige Krümmungsradius. 
Endlich sieht man sofort, dass für den Durchschnittspunkt 
durch den Punkt (1 , 0, 0) gehenden Diametrallinie mit 
är Polare (0, 1, 1) ^»8 = 8»a;,, B = 4 und demzufolge 
lenkrechte Qnadratabstand des Ceutrums von seiner Polare 
'-« = _ 4b^b*^ _ lej'^ a 
'" sjaj, Bja*j^* 

'« __ 9 ■ 64J'q;p'* 
'■ sj (12ffjp'j — s*)* 
es ist daher 

also der achtfache Inhalt des durch die auf einer 
den liegenden Punkte des Kegelschnitts und 
iü Pol bestimmten Dreiecks gleich dem Product 

ihrer kubischen Länge und dem senkrechten 
I tan de desCentrumsvonder Polare ihres Mittel- 
ktsin Bezug auf den Kegelschnitt, dividirt durch 

quadratische halbe Länge der ihr parallelen 
metrallinie. Man kann auch nach dieser Formel 

rj o ,. 
:n; darnach ist der achtfache Inhalt des durch die 

einer Graden liegendenPunkte derParabel and 
ju Pol bestimmten Dreiecks gleich ihrer kubi- 
enLänge, dividirt durch den zu der durch ihren 

gehenden Diametrallinie gehörigen Krümmungs- 

ius. 
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Die Annahme, dass die Grade |1, 0, 0| eine Grade der 
elliptischen Brennpunkte der ersten Hauptdiametrallinie ist, be- 
dingt die Gleichung 

M + ^) «, 1 — 2J^s\ = oder (^ + A) aj, = 2JH\ 
und führt durch sie auf die folgenden Sätze. Zwischen der 
Entfernung der auf einer Graden der elliptischen 
Brennpunkte der ersten Hauptdiametrallinie liegen- 
den Punkte des Kegelschnitts und der halben Länge 
der ihr parallelen Diametrallinie besteht die Re- 
lation 

4af = b»sJ; 
für die Parabel ist 

4p'J = 8? 
und also der Parameter einer Diametrallinie der 
Parabel gleich der Entfernung der auf der Polare 
ihres Durchschnittspunktes mit der elliptischen 
Leitlinie liegenden Punkte der Parabel. Ferner findet 
man, dass 

dl sin« Ag = b^ 
und insbesondere für die Parabel 

Pj sin« Ag = r 
ist 

47. Die Gleichung des Kegelschnitts sowohl in Punkt-, 
als auch in Liniencoordinaten enthält sechs Constante, und es 
ist daher der Kegelschnitt, weil oflfenbar nur von deren Werth- 
verhältnissen zu einer von ihnen abhängig, durch fünf lineare 
Bedingungsgleichungen zwischen den Gonstanten vollständig und 
eindeutig bestimmt. So bestimmen fünf Punkte und ebenso 
fünf Grade stets einen und nur einen Kegelschnitt, wenn sie 
als Punkte und beziehungsweise Grade desselben aufgefasst 
werden, dagegen z. B. vier Punkte, wenn drei von ihnen als 
Punkte und der viei*te als Centrum des Kegelschnitts ange- 
sehen werden, vier Kegelschnitte, weil in jenem Falle fünf 
lineare, in diesem aber drei lineare und zwei quadratische 
Gleichungen diese Bedingungen ausdrücken. 

Da nun der Kegelschnitt stets durch fünf Punkte bestimmt 
ist, so ist demzufolge derselbe, wenn vier von ihnen als die 
Durchschnittspunkte der Graden 
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* 111* It'* IsM* 2H* 8»i* »sl» 1* an* 2«1^ »8M*411*4«1* 4 815 
*41»*4»»* 4dU* 81»* 82»* 8815 I* 811* 3«»*SdU* 11»* 121* isl 

gegeben sind, durch die Gleichung 

iW(*'ll«l +*'l2«2 +*l8a8)(*'41«l +*'4 2«2 +*'4 8«8) 
+ iM'(*%iai+*'22«2+*'a8«8)(*'81«l + *'82«2+*'8S«8) = 

dargestellt, sofern die Constanten /n^ /n' durch Substitution der 
Goordinaten des fünften Punktes in diese Gleichung bestimmt 
sind, oder also auch, wenn diese Constanten implicite der Goor- 
dinaten der Graden gedacht werden, wie auch in anderer Weise 
in Erinnerung an die Gleichung xS + x'S' = erkannt wird, 
durch die Gleichung 

(*'ll«l +*'l2«2 +*'l8«8)(*'4 1«l +*'42«2 +*'4S«8) 

— (a2 1«l +*'2 2«2 +a'2 8«8)(*'81«l +*'3 2«2 +a'8 8«8)=0 

gegeben , der offenbar die Goordinaten des Durchschnittspunktes 
jeder zwei Graden von der Form 

*(*\l«l+*\2«2+*'l8«8) + ^'(*'21«l+*V2«2+*'2j|«s)==0 
«(*'8 1«l+*'82«2+*'s8«3)+*'(*'41«l+*'42«2+*'4 8«8) = 

genügen. Daraus aber folgt, wenn wir die Grade |x, x'| eines 

Punktes und die Grade |A, A'{ eines andern Punktes als einan- 

x' A' 
der entsprechend bezeichnen, wenn - = t ist, der Satz: 

X A ' 

Der Ort des Durchschnittspunktes der entsprechen- 
den Graden zweier Punkte ist ein durch diese Punkte 
gehender Kegelschnitt. Das Doppelverhältniss der 
durch vier Punkte des Kegelschnitts gehenden Gra- 
den eines Punktes des Kegelschnitts ist daher für 
jede Lage dieses Punktes constant; man nennt es des- 
halb das Doppelverhältniss der vier Punkte des 
Kegelschnitts. In gleicher Weise ist der Ort der Ver- 
bindungslinie der entsprechenden Punkte zweier 
Graden ein an diesen Graden liegender Kegelschnitt, 
und das Doppelverhältniss der auf vier Graden des 
Kegelschnitts liegenden Punkte einer jeden Graden 
des Kegelschnitts, das Doppelverhältniss der vier 
Graden des Kegelschnitts, constant 

Von der Anwendbarkeit dieses constanten Doppelverhält- 
nisses zum Beweise und zur Herleitung von Sätzen geben wir 
einige Beispiele. 
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Die drei Durchschnittspunkte der gegenüber- 
liegenden Seitenlinien eines jeden durch sechs 
Punkte des Kegelschnitts bestimmten Sechsecks 
liegen auf einer Graden; es sind also, wenn A^, A,,, Aj, 
A4, A5, Aß diese Punkte sind, die Durchschnittspunkte B^, 
62, B3 der Graden 

AjAj, A4A5 ; A2A3, AgAg ; A3A4, A^A^ 
Punkte einer Graden, denn es ist, wenn wir das Doppel ver- 
hältniss z. B. der durch die Punkte A^, A^, A3, A4 gehenden 
Graden des Punktes B, durch |Bi . A1A2ASA4I bezeichnen, 

jA^ . A2A3A4Ae| = IA5 . A2A3A4Ag| 
und also, weil B^ auf der Graden A^Aj und der auf der Gra- 
den AiAg liegende Punkt Bg zugleich auch auf der Graden 
A3 A4 und ferner B^ auf der Graden A5A4 und der auf der Gra- 
den AgAg liegende Punkt B, auch auf der Graden AgAj liegt, 

\B, . A2 A3A4B3I = |Bi . A2 A3A4B2I, 

wonach in der That offenbar B^ , Bg, B3 als Punkte einer 
Graden erscheinen. 

Ebenso wird der diesem, dem Pascalschen Satze ent- 
sprechende Brianchönsche Satz bewiesen: Die drei Ver- 
bindungslinien der gegenüberliegenden Eckpunkte 
eines jeden durch sechs Grade des Kegelschnitts 
bestimmten Sechsecks gehen durch einen Punkt 

Den folgenden metrischen Sätzen schicken wir die Bemer- 
kung voraus, dass eine Grade des Kegelschnitts die Verbin- 
dungslinie zweier zusammenfedlender (unendlich naher) Punkte 
desselben und ein Punkt des Kegelschnitts der Durchschnitts- 
punkt zweier zusammenfallender Graden desselben ist, und dass 
das Doppelverhältniss von vier Punkten , wenn einer von ihnen 
ein unendlich ferner Punkt ist , sich auf ein einfaches Verhält- 
niss reducirt. 

Es ist, wenn A^, Ag, A3, A4 vier Punkte des Kegel- 
schnitts sind, 

IA3 . Aj A2A3A4I == IA4 . A1A2A3A4I 

und demgemäss, wenn B^^, B^j, A, B die auf den Graden AgA^, 
AsA.2, A3A3, A3A4 liegenden Punkte einer Graden und B\, 
B2, B', A' die auf den Graden A^^A^, A4A2, A4A3, A4A4 
liegenden Punkte derselben oder einer andern Graden bezeichnen, 
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(B,B,AB) = (B;F,B'A'); 

folglich ist, wenn A3 und A4 die unendlich fernen Punkte des 
Kegelschnitts sind, weil dann auch B und B' unendlich ferne 

Punkte sind , ^-r = ^r-r» oder 

ABi.A'B'i=AB,.A'B', 

und also das Product aus der Entfernung derDurch- 
schnittspunkte einer der harmonischen Hauptdia- 
metrallinien und der ihr parallelen Graden eines 
Punktes des Kegelschnitts mit einer Graden und der 
Entfernung der Durchschnittspunkte der andern 
harmonischen Hauptdiametrallinie und der ihr pa- 
rallelen Graden desselben Punktes mit derselben 
oder einer andern Graden für jede Lage des Punktes 
constant. 

Femer ist, wenn Aj, A^, A3, A^ vier Grade des Kegel- 
schnitts und B^, B2, B3, B4 die Durchschnittspunkte derselben 
mit einer Graden B des Kegelschnitts bezeichnen, 

(B.A,A,A3AJ = {B,B,B3BJ 
und somit für den Fall der Parabel, wenn A4 die unendlich 
ferne Grade derselben ist, gleich BiB3:B2B3. Drei Grade 
der Parabel bestimmen daher auf jeder vierten Gra- 
den derselben drei Punkte B^, Bg, B3 von der Eigen- 
schaft, dass B^BgiB^Bs constant ist. 

Endlich bemerken wir, dass 

(A3 . AiA2AgA4) = (A4 . AjA2A3A4) 
und folglich, wenn wir die auf der Graden A3 liegenden Durch- 
schnittspunkte durch Bj , B2 , A, M und die auf der Graden 
A4 liegenden durch B\, B'^, M, A' bezeichnen, 

(BiBjAM) = (B;b;MA') 
ist; es ist demnach, wenn A3 und A4 die harmonischen Haupt- 
diametrallinien sind, weil dann A und A' die unendlich fernen 

Punkte des Kegelschnitts sind, ^~j = ^^ oder * 

MBi . MB; = MB, . MK, 
und dadurch, da offenbar M das Centrum des Kegelschnitts 
ist, der Satz erwiesen: Jede Grade des Kegelschnitts 
bestimmt auf den harmonischen Hauptdiametral- 



Von den luvarianten der KegelschDitte etc. X75 

linien Punkte, deren Entfernungen vom Centrum 
dasselbe Product ergeben. 

48. Zwei Kegelschnitte haben im Allgemeinen vier 
gemeinschaftliche Punkte und Grade, und da zu diesen stets 
ein in Bezug auf sie sich selbst polar conjugirtes Dreieck als 
Diagonaldreieck gehört, so sind sie z. B. in Punktcoordinaten 
durch die Gleichungen 

»1 1«! + »2 2«J + »3 s«J = 0, a 1 ittj + a'^ gOfJ + a'a ^aj = 
und folglich, da 

vaii a„ ass/' \^ii ^t» ^\J 

und demgemäss, wenn a\i =^ l^i^n', a'^, = f^i^L^^^ a'jg == 

1^8^3 8 gesetzt wird, 

^a 30' 

jB = ^i^2^8 » ;^ = A^l + ^2 + it*d » 

30 

ist, in der Form 

aii«!+«'22«l+a85aj=0, aii/MX+a22iW2«l + a88i"3«;=0 
darstellbar, in der/Wi, i^2» i^'s die Wurzeln der kubi- 
schen Gleichung 

J^fl^ — 30>« + 30^ — ^3 =r 

sind. 

Zunächst bemerken wir, dass der Kegelschnitt F' = 
in derselben Weise darstellbar ist, indem nämlich 
2J'r = — J^ (aji^i (iWg + //g) a» + a^a^j, (^3 + ^J «j 

ist, und geben als zu den an diese ITiatsache sich knüpfenden 
EntWickelungen nöthig die nachstehenden leicht ableitbaren 
Formeln: 

= 27.(4(z/»0— 0'8)(^«0'— 08)_(^8^8_00')2) 

^*.(f*2 +^8)(i«8 +i"l)(i"i + iti J = 900' — ^»^» 
^*.0'2f*8(i"2+iW8)+i"8i«l(i"8+itei)+it«i^2(]UA+^2)) 

= 3 (300' — ^»^») 
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J*-(jtit*t(Mt+ft)(tia-i-fti) + fitfta(ßi+f^i)(f^T H 

J*.iM\+til+ fi\) = 3 (3Ö'» — 2^»©) 
^' . (M\fil + /i>! + /^>;) = 3 (39* - 2^'©'). 
Die kubische Discriminante der Gleichaag 2F'' 
ist nach der zweiten dieser Formelii 

j'j ^ jsj's _ 900' _ ^»^s _ 9©ö', 

Ferner findet man aus den in Bezug auf die GleicbuQj 
S = 0, S' = 0, 2F = gebildeten Functionen 

^=^(«1, +«,(-1-058}, ^ = ^Kl/'*/'s+«»S^3j"l 

durch Elimination die Gleichungen 

— f*f*s (Ms — ^iX^i — /**) ^'<»in 1-8- f- 
und aus diesen durch Multiplication vermittelst der gegebeoee 
Formeln die Gleichung 
J^J''^l — GJ*J'* (J'G^ + ^^&A) A\ 

+ 3z/»0^»^ + ZJ^&jtA"^ + ^'«v/s) 
- 27z/M'« (4 (^»0 — ©'•) (J'^& — ©») 

_{^»^i._©0')»)=O, 
Bemerken wir, dass der Invariantenexponent der kubischen D^ 
crintinante der Gleichung 2F' = nach dem gegebenen Aus- 
drucke 8 ist, -und dass demnach, weil die Functionen J* uikI 
A nach dem 40. Abschnitte in der Beziehung zu einander 
stehen, dass J*A = J^v*J,J*J''=j'-v'J' ist, ftlr diese 
Function i*'V = J* und daher der luTariantenexponent äer 
Function yi\ 6 ist, so überaeugt man sich sofort durch Z^- 
lung der Invariantenesponenten, dass abweichend von den bis- 
herigen Gleichungen in dieser Gleichung die Summe derselben 
nicht constant, nämlich fflr die vier ersten Glieder 34, für das 
letzte aber nur 32 ist. Es ist daher die Gleichung in dieser 
Form nicht allgemein gültig; sie wird es erst durch die Cm- 
tormung für ein anderes Fundamentaldreieck und nimmt dann, 
wenn wir den Flächeninhalt dieses beliebigen Dreiecks wie bisher 



s* 
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durch J und den Flächeninhalt des in Bezug auf die 
Kegelschnitte S = Ound S' = sich selbst polar con- 
jugirten Dreiecks — wir zeigen gleich, (iass es nur ein 
einziges solches Dreieck giebt — durch J' bezeichnen, die die 
Grösse dieses Flächeninhaltes anzeigende Form 

— 27J2z/«.^'6(4(^3©-0'2)(^'8©'_©2)__(^3^'3_©0')2)=O 

an. 

In derselben Weise kommt man von den Gleichungen 

-^s^Sja^i+s^a^jg+Sgagg, A ==s,ai \1^^\T'^^'1%[^^ i Sgag 3,^3, 
JA\ = — z/2(sjan//i (^«2 + itts) + sja2 2^2 (/*8 + Z'l) 

zunächst auf die Gleichungen 

— ^2 (^1^ _ ^4^) (^^^ „ ^^^) gjai i , u. s. f. 

und dann mit Rücksicht darauf, dass der Invariantenexponent 
der Grösse ^\ 4 ist, auf die den Badius des dem in Be- 
zug auf die Kegelschnitte S = und S' = sich 
selbst polar conjugirten Dreieck umschriebenen 
Kreises — wir bezeichnen ihn durch r' — bestimmende Glei- 
chung 

•r« .(z/8z/'3^'J+3z/«^» (0^ + ©'^')^'f +3z/^'(z/3 0^'« 

— (z/3z/'8 — 30©') A'A + J^&A^) A\ + J^J^A:^ 

— 3z/3 (2J'^& — 30») A'^A — SJ'^ {2J^e — 3©') A'A^ 

4- A^J^A^) — 432r'2J* (4(^3©— 0'«) {J^& — ©«) 

_. (^s^'s _ @@y) ==: 0. 

Endlich bemerken wir, dass die Pole der Seitenlinien des 
in diesem Abschnitte als Fundamentaldreieck angenommenen 
Dreiecks in Bezug auf die Kegelschnitte S =^ , S' = und • 

F = nach deren Gleichungen die entsprechenden Eckpunkte 
desselben sind, und dass demnach die Polaren eines jeden 
Punktes einer jeden Seitenlinie in Bezug auf die bezeichneten 
Kegelschnitte durch den entsprechenden Eckpunkt gehen. Der 
Ort der Punkte, deren Polaren in Bezug auf drei 

Schendel, Elemente der anal. Geom. 22 
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Kegelschnitte S==0, S'^O and S" = durch einen 
Punkt gehen, ist nun allgemein, wie aus den Formen der 
Polaren eines Punktes (a^, o^, a,) in Bezi^ anf diese KegA- 
schnitte sofort erhellt, durch die gleich Null gesetzte sogenannte 
Jacobische Determinante der drei Kegelschnitte 

ja'. ,«, +a „a, +a'„a, , a',.a, +a „a, +a'„a, , a„cf, +a'„c, +9.\^a^ 
a ,,«,+a ,,a,+a „c,, a „a,+a „a,+a „a,, a „a,+a 3,a,+a „a^ 

dargestellt, da sie die Bedingung ist, unter welcher sich jene 
Polaren in einem Punkte schneiden, und demnach eine Curve 
dritten Grades. Für die Kegelschnitte S=s=0, S'=0 
und 2F' = degenerirt sie, da für sie die Jaoobische De- 
terminante unter Voraussetzung des in diesem Abschnitte an- 
genommenen Fundamentaldreiecks die Form 

_ ^^ ^% — f^s^(f^s — A^iX^i — f< a) ^ ^ „ 

annimmt, in drei Grade, in ein Tripel von in Bezug auf sie 
polar conjugirten Graden; und es existirt demnach noth- 
wendig in der That im AUgemeinen nur ein einziges Drei- 
eck, das in Bezug auf die Kegelschnitte S=0 und 
g^=:0 sich selbst polar conjugirt ist Nach den aus 
den Gleidiungen 

S = aiiaj + a,,«; + a^aj, 

S'= aiifiiaj + a2,^2«J + asj^isaj, 

2JT = — ^» (aiii^i (ju, + iUj) aj + a„^, C«3 + ^i) «I 

+ a33f£5(fii +fi^)aD 

hervorgehenden Gleichungen 

— z/MM8 — /^i)(/«i — i^2)aiiaj, u.s.f. 

ist allgemein das mit J^J"^ multiplicirte Quadrat der 
Jacobischen Determinante der Kegelschnitte S = 0, 
S' = 0und2F' = 

8^»^»F» + 12^«^« (0S + ©'SO F» -h 6JJ' (^»©S'« 

_ (^«^s _ 300') SS' + ^'»©'s«) r + ^«^'»S'8 

— 3^» (2^»©' — 3©«) S'2S — 3^» (2^»© — 3©'») S'S« 



/ 
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Selbstverständlich erhält man ebenso, wenn man in ent- 
sprechender Weise die Kegelschnitte S = und S' = in 
Liniencoordinaten darstellt, analoge Entwickelungen in Bezug 
auf die Gleichung 2(Z>' = 0; sie unterscheiden sich von den 
gegebenen dadurch, dass, wo in diesen 0, ©', S, S', F, ^j, 
^'i, ^\ steht, in jenen 0, ©', -2; 2', (tf und die in Bezug 
auf die Gleichung 2<Z>' = gebildeten Functionen /f^ , A\^ 
ji\ stehen. 

Die Polarcurve des Kegelschnitts S' = in Be- 
zug auf den Kegelschnitt S = hat mit diesen Kegel- 
schnitten gleichfalls dasselbe sich selbst polar con- 
jugirte Dreieck, indem 

ist; ihreDiscriminante ist, wie daraus sofort zu erkennen 
ist, die des Kegelschnitts S' = 0; sie selbst ist eine 
Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je nachdem das 
Centrum des Kegelschnitts S = mit dem Kegel- 
schnitt S'==0 zwei imaginäre, eine oder zwei reelle 
Grade gemein hat, da die in Bezug auf das Gentrum (a^^, 
«2 2? "ss) ^^d ^^^ Kegelschnitt S' = gebildete Function 30' 

= J^J (Oii/Mi + «22^*2 + «SSi^'s) = ^*^'o 

ist, oder je nachdem auf der Polare des Centrums des Kegel- 
schnitts S = in Bezug auf den Kegelschnitt S' = 

zwei imaginäre, ein oder zwei reelle Punkte dieses Kegelschnitts 
liegen. In der That sind die Pole der durch das Centrum des 
Kegelschnitts S = gehenden Graden des Kegelschnitts S'=0 
in Bezug auf den Kegelschnitt S==P die unendlich fernen 
Punkte des Polarkegelschnitts und die Polaren der ihnen zu- 
gehörigen Punkte des Kegelschnitts S' = die harmonischen 
Hauptdiametrallinien desselben; der in Bezug auf den Kegel- 
schnitt S = bestimmte Pol der Polare des Centrums des 
Kegelschnitts S == in Bezug auf den Kegelschnitt S' == ist 
darnach das Centrum des Polarkegelschnitts. 

Die Polarcurve eines elliptischen Kreises in 
Bezug auf einen elliptischen Kreis ist ein Kegel- 
schnitt, dessen ein Brennpunkt das Centrum des 

12* 
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letzteren und dessen zu ihm gehörige Leitlinie die 
Polare des Centrums des ersteren in Bezug auf den 
letzteren Kreis ist; denn einerseits sind die Polaren der 
unendlich fernen Punkte des Kreises S' = als der imaginären 
Kreispunkte die harmonischen Hauptdiametrallinien des Kreises 
S ==: und daher dessen Centrum der Durchschnittspunkt 
zweier durch die imaginären Kreispunkte gehender Graden des 
Polarkegelschnitts oder ein Brennpunkt desselben, und anderer- 
seits sind die Pole der harmonischen Hauptdiametrallinien des 
Kreises S' = die Durchschnittspunkte der Polare seines Cen- 
trums und jener Graden des Polarkegelschnitts und also diese 
Polare die zu dem Brennpunkte gehörige Leitlinie. 

Weiter sei an dieser Stelle der folgende Satz bemerkt. 
Die Polarcurve einer Parabel in Bezug auf einen 
hyperbolischen Kreis, dessen Centrum ein Punkt 
ihrer elliptischen Leitlinie ist, ist ein hyperbolischer 
Kreis; denn es ist, da die Form («n, a^^^ «33) das Centrum 
und die Form l^lcc^sf^i^s+^lcc^iins^iiy ^Ic^n^if^fi+^^ccszl^if^i-, 
sJof,2A*8/'i +sjaiii"8i"3| die Leitlinie bezeichnet, 

— (SJ«2 2«S 8/^2^8 +8a«3 3«llf*8i^l + »l«! 1«« 2^1^a) = 

oder 

— 30^ + J'J^^\ = 
und also in der That ^'^ = für ^ = 0. 

Im Anschluss hieran heben wir noch besonders das so- 
genannte Prinzip der Polarreciprocität hervor, nach 
dem auf Grund der Sätze : Jedem Punkte entspricht in Bezug 
auf einen Kegelschnitt als Polare eine Grade; den Punkten 
einer Graden entsprechen als Polaren Grade eines Punktes; der 
Verbindungslinie zweiej Punkte entspricht als Pol der Durch- 
schnittspunkt der ihnen als Polaren entsprechenden Graden, und 
der denselben entsprechenden aus einem bekannten Satze 
und zwar vorzugsweise Situationssatze ein neuer abgeleitet 
werden kann, ein Prinzip, das abgesehen von der Beziehung 
zu einem Kegelschnitt auf Grundgesetzen beruht, wie sie bei 
dem Prinzip der Dualität herrschen. So ergiebt sich nach die- 
sem Prinzipe ganz ebenso, wie nach dem Prinzip der Dualität 
z. B. aus dem Satze, dass zwei Dreiecke, welche einen Colli- 
neationspunkt haben, auch eine Collineationslinie besitzen, so- 
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fort der umgekehrte, so aus dem Pascalschen Satze der Brian- 
chonsche und umgekehrt. Es können aber auch nach ihm aus 
den Eigenschaften z. B. des Kreises Eigenschaften der Kegel- 
schnitte überhaupt auf Grund der oben gemachten Bemerkungen 
abgeleitet werden; als Beispiel diene der Satz: Die Verbin- 
dungslinie des Centrums eines Kreises mit dem Pole einer Gra- 
den in Bezug auf ihn ist zu ihr senkrecht, aus dem, wenn 
man ihm die Form: Die Durchschnittspunkte der unendlich 
fernen Graden mit einer Graden und der Verbindungslinie ihres 
Pols mit dem Gentrum dnes Kreises sind in Bezug auf die 
imaginären Kreispunkte harmonisch conjugirt. giebt, mit Rück- 
sicht darauf, dass nach ihren Formen das Doppelverhält- 
niss von vier Punkten einer Graden dem Doppel- 
verhältniss ihrer Polaren gleich ist, der nachstehende 
Satz folgt : Die Verbindungslinien eines Brennpunkts des Kegel- 
schnitts mit einem Punkte und dem Durchschnittspunkte der 
Polare desselben mit der zugehörigen Leitlinie sind in Bezug 
auf seine Verbindungslinien mit den imaginären Kreispunkten 
harmonisch conjugirt oder also zu einander senkrecht 

Als Anhang zu diesem Abschnitte geben wir schliesslich 
noch einige die Darstellung zweier Kegelschnitte in einfacher 
Form betreffende Sätze. 

Zwei Kegelschnitte sind, da sie im Allgemeinen 
vier Punkte gemein haben, in Punktcoordinaten auch durch 
die Gleichungen 

2a230f,ag '+-2B.^^a^a^ +2sL^^aia^ =0, 
2a'8 ga^ag + 2sL\^a^a^ + 2sL\^a^a^ == 

und demgemäss, wie aus den Gleichungen 

3& =2^ (of^sags + «3ia'8i +«i2a\2), 

30 =2J' (a 2 8^2 8+ «3 1^8 1 + « 1 8* j j) 

ZU ersehen ist, in der Form 

2a2 3«8«8 + ^agiag«! + 2a,2aia2 =0, 
2a23f*i«aa8 + ^^Bif^s^d<^i + ^ek^^fi^a^a^ = 
darstellbar, in der ju^, ^«2» i^s die Wurzeln der im Eingange 
dieses Abschnitts gegebenen Gleichung sind; in Liniencoordi- 
naten können sie natürlich in analoger Form gleichfalls dar- 
gestellt werden. 
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Auch lassen sich zwei Kegelschnitte in Punktcoordinaten 
in der Fonn 

2a'2 8«2«8 +2a'3ia3ai +2a'ijaiaj, =0 
oder in Liniencoordinaten in der Form 
«ii^J + «2 2^1 + «ssaj = 0, 
^^'95^9^9 + 2a aiHgai + 2a ^^a^a^ =0 
darstellen, wenn 0= ©'= oder resp. 0= ©'==0 ist. Die 
Invarianten ©und 0' haben darnach den Werth Null, 
wenn der Kegelschnitt S'==0 durch die Eckpunkte 
eines in Bezug auf den Kegelschnitt S = sich selbst 
polar conjugirten Dreiecks geht, und ebenso die In- 
varianten und ©' diesen Werth, wenn er an den 
Seitenlinien eines solchen Dreiecks liegt Die geo- 
metrische Bedeutung des Verschwindens der genannten Inva- 
rianten im Degenerationsfalle des Kegelschnitts ist von selbst 
erhellend, zum Theil ausdrücklich auch schon angegeben worden. 

49. In dem vorigen Abschnitte ist darauf hingewiesen, 
dass aus einem Satze nach dem Prinzip der Polarreciprocität 
in ähnlicher Weise, wie nach dem Prinzip der Dualität ein 
neuer abgeleitet werden kann; das Prinzip der Dualität 
giebt aber im Verein mit dem Prinzip der Continuität 
noch ein Mittel an , um von einem Satze zu einem neuen, und 
zwar von einem speciellen, z. B. für die Kreise und die Parabel 
geltenden Satze zu einem allgemeineren zu gelangen. Wir er- 
innern an den Schlusspassus des 21. Abschnitts des ersten Theils 
und zeigen die Art und Weise , Sätze zu verallgemeinern, 
an mehreren nachstehenden Beispielen. 

Aus dem ganz elementaren Satze: Wenn zwei Dreiecke 
die unendlich ferne Grade zur GoUineationslinie haben, so haben 
sie einen CoUineationspunkt. ergiebt sich nach dem Prinzip der 
Dualität der Satz : Wenn zwei Dreiecke den endlich fernen Punkt 
zum CoUineationspunkt haben, so haben sie eine GoUineations- 
linie. und damit, da jeder Punkt als endlich femer Punkt an- 
gesehen werden kann, der allgemeine Satz : Wenn zwei Dreiecke 
einen GoUineationspunkt haben, so haben sie auch eine GoUi- 
neationslinie. und aus diesem wieder nach dem Prinzip der Dua- 
lität der umgekehrte. 

Der Satz : Die Verbindungslinie des Gentrums eines Kreises 
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mit dem Pole einer Graden ist zu dieser senkrecht, liefert nach 
dem Prinzip der Dualität den Satz: Der Durchschnittspunkt 
der Centrale eines relativen Kreises mit der Polare eines Punktes 
ist zu diesem senkrecht, oder in andern Worten den Satz : Die 
durch den endlich fernen Punkt gehenden Graden eines Punktes 
und des Durchschnittspunktes der Polaren dieser Punkte in 
Bezug auf einen relativen Kreis sind harmonisch conjugirt in 
Bezug auf die durch ihn gehenden Graden — die imaginären 
Kreislinien — desselben. Es gilt daher der Satz: Die durch 
einen Punkt gehenden Graden eines Punktes und des Durch- 
schnittspunktes der Polaren dieser Punkte in Bezug auf einen 
Kegelschnitt sind harmonisch conjugii*t in Bezug auf die durch 
ihn gehenden Graden desselben., da dem endlich fernen Punkte 
offenbar stets eine solche Lage gegeben werden kann, dass ein 
Kegelschnitt zum relativen Kreise wird, nach dem Prinzip der 
Continuität ganz allgemein und nach dem Prinzip der Dualität 
der entsprechende Satz : Die auf einer Graden liegenden Punkte 
einer Graden und der Verbindungslinie der Pole dieser Graden 
in Bezug auf einen Kegelschnitt sind harmonisch conjugirt in 
Bezug auf die auf ihr liegenden Punkte desselben. 

In gleicher Weise sind so aus dem Satze: Der durch die 
Durchschnittspunkte dreier Graden der Parabel gehende Kreis 
geht durch den Brennpunkt derselben, mit Bücksicht darauf, 
dass dieser Brennpunkt und die imaginären Kreispunkte gleich- 
falls Durchschnittspunkte dreier Graden der Parabel sind , die 
Sätze: Die Eckpunkte zweier dem Kegelschnitt um- 
schriebener Dreiecke liegen auf einem Kegelschnitte. 
Die Seitenlinien zweier dem Kegelschnitt einge- 
schriebener Dreiecke liegen an einem Kegelschnitte, 
und aus dem Satze: Der einem in Bezug auf den hyperboli- 
schen Kreis sich selbst polar conjugirten Dreieck umschriebene 
KriBis geht durch sein Centrum. im Hinblick darauf, dass das 
Centrum des hyperbolischen Kreises und die imaginären Kreis- 
punkte als polar conjugirt in Bezug auf ihn Eckpunkte eines 
in Bezug auf ihn sich selbst polar conjugirten Dreiecks sind, der 
Satz: Die Eckpunkte zweier in Bezug auf den Kegel- 
schnitt sich selbst polar conjugirter Dreiecke lie- 
gen auf einem Kegelschnitte und ebenso die Seiten- 
linien an einem solchen, zu entnehmen. 
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Schlussbemerkun^. 

SO. Wir sind am Ende unserer Untersuchungen. Werfen 
wir noch einen Blick zurück auf dieselben, so fällt uns vor Allem 
in die Augen die durch die ganze Schrift hindurch sich mani- 
festirende Dualität. Da treten uns die Begriffe positiv und ne- 
gativ, reell und imaginär, harmonisch und anharmpnisch , polar 
und apolar entgegen , da sehen wir als zusammengehörig und 
einander entsprechend die Elementargebilde Punkt und Grade 
und unter den Kegelschnitten die geometrischen Gebilde Ellipse 
und Hyperbel und insbesondere den elliptischen und hyperboli- 
schen Kreis. Ja, auch die Kegelschnitte als solche im Allge- 
meinen erscheinen als der eine Theil eines zweitheiligen Ganzen ; 
der eine Theil dieses Ganzen ist der Kegelschnitt als Ort der sich 
selbst polar conjugirten Punkte und Graden , der andere Theil 
der Ort der sich selbst apolar conjugirten Punkte und Graden. 
Auf diesen Ort aber haben sich unsere Untersuchungen nicht er- 
streckt, in denen überhaupt die Begriffe apolar und anharmonisch 
gegen die Begriffe polar und harmonisch und der hyperboUsche 
Kreis gegen den elliptischen mehr zurückgetreten ist. Fragen 
wir uns nach dem Grunde dieser Erscheinung, so liegt dieser 
offenbar darin, dass nach den vorliegenden Untersuchungen die 
Metrik der geometrischen Gebilde, wie wir sie in der realen Welt 
kennen, von dem elliptischen Kreise abhängt und die Lagenbe- 
stimmung des Punktes und der Graden in einer von dieser ab- 
hängigen Weise geschehen ist. Sollten wir daher da nicht glau- 
ben, dass, wenn es gelänge, die Lage des Punktes und der Gra- 
den in einer vom hyperbolischen Kreise oder vielmehr dem ihm 
entsprechenden Orte der sich selbst apolar conjugirten Punkte 
und Graden abhängigen entsprechenden Weise zu bestimmen, 
das Analoge statt hätte, dass dann eine Gleichung zweiten Gra- 
des den Ort der sich selbst apolar conjugirten Punkte und Gra- 
den darstellen würde? 



Druck Too Fr. FrommanB in Jeaa. 
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